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第 一 章 REJM 


”在 [CMI] 中 R. Coifmen 和 Y. Meyer 运用 调和 分 析 工 
具 成 功 地 研究 了 具 非 正则 象征 的 拟 微分 算 子 的 有 界 性 问题 ， 其 中 
一 个 重要 的 方法 就 是 将 所 研究 的 空间 进行 Littlewood-Paley 环 
形 分 解 。 这 种 分 解 在 研究 具 非 光 少 系 数 的 算 子 的 正 购 性 问题 时 往 
往 是 较为 有 效 的 。 本 M. Bony 在 引 人 仿 积 及 仿 微分 算 子 等 概念 
并 用 它们 研究 非 线性 问题 时 也 应 用 了 这 种 分 解 。 因 而 在 本 章 中 我 
们 将 首先 引信 环形 分 解 ， 并 给 出 今后 将 经 常 需要 的 某 些 重要 的 函 
数 类 在 环形 分 解 下 的 特征 性 质 以 及 有 关 结 论 ，。 


. $1. H 函数 类 的 环形 分 解 


记 B(0,1) cR” ARRETE 取 常 数 «> 1, 


FETE l 
= {E R"; sie sS TE < s2}, jen, QD 


na EE), [El -(2s)"a N 表示 所 有 非 负 


整数 的 集合 。 R., BO, 1) 与 《1.1) 所 定义 的 二 进 环 体 序列 
{Cho -ERT ET R"; 并 且 对 于 其 中 任 一 环 体 Ci, 只 有 
有 限 个 环 体 与 之 相交 ， 而 这 些 与 之 相交 的 环 体 的 个 数 不 超 过 洪 个 
与 了 无 关 的 常数 N. 

另外 ,在 环 体 Ci A, El ~ 2, 

对 应 于 上 述 有 覆盖, 有 如 下 单位 分 解 ， 

定理 11 FERR DE), pE ECR), Sd pl, 
使 得 

(1) supp € 号 (0，1) ，suppd € Co; 


Ie 


Q) pE) 十 2 p0) = 1, YE eR; 0.2) 
G) 对 任意 的 IEN, # 
DCE) + 3 POE) 一 区 (2 车) VE ER", 


Ta 取 eE) € CECR*), 使 suppa c BCO, 1), HÆ (El 

= EA pE) 一 1。 例如 可 取 pE) — gClEl), ek gee 
c? T, CMOS HU :< 47 ff, gG) = E x: 之 1 时， 
g(r) = 0. 于 是 ， 显然 有 


| Ève GIDE) ~ DOTE) + DCE) = 1, 


这 样 ,只 须 取 pE) = DCE) 一 (5)、 便 知 定理 的 结论 (1) 及 
DRE. 
又 在 结论 (2) 中 用 2 入 代替 ,有 


1 = pE) + CTIE) = HQE) + > pE), 
所 以 | 
QE) = 1 — Dpt) —1— fi -oe Leu) 


D pC25) + dE). 
1=0 | 


这 就 是 结论 (3)。 证 毕 ， 
显然 上 述 单位 分 解 不 是 唯一 的 。 
利用 这 个 单位 分 解 , 可 以 定义 一 个 分 布 的 环形 分 解 如 下 
定义 Ll 设 seS), ETERRA u REDER 
Littlewood-Paley 分 解 ， 或 L-P SRE). 


u = È nle), (1.3) 
其 中 w(x) 由 
2e 


BCE) = ER), 
BE) 一 pIE), 1—0,1,-.e 
确定 ,此 处 êl 表示 分 布 x 的 Fourier 变换 。 e 

EA, DAE) 在 F(R) ghk i Fourie 变换 是 
FR) 到 R) HARRER CLDARE ZR) 中 收 
g DU, RIT FARMER EAR. 

按 此 定义 , 缓 增 分 布 # 经 (1.3) 分 解 后 , 每 项 的 谱 (其 Frie 
变换 的 支 集 ) 都 是 紧 集 , 因 此 每 项 均 为 整 函数 ， 并 且 由 于 这 个 紧 集 
就 含 在 相应 的 二 进 环 体 之 内 , 故 (1.3) 实 质 上 表示 将 分 布 # 的 谱 按 
151 的 二 进 增长 阶 数 分 解 。 注 意 到 «的 正则 性 与 它 的 谱 及 151i 的 增 
长 情况 有 密切 的 联系 ， 因 而 能 用 这 种 分 解 去 研究 及 满 述 分 布 * 的 
正则 性 。 

下 面 我 们 就 来 讨论 当 属于 车 干 重要 函数 关 时 ， 它 的 环形 分 
解 的 基本 性 质 . 以 下 除非 特别 说 明 ，w_,， 声 等 均 表 示 在 环形 
分 解 (1.3) 中 的 相应 项 ， 为 记号 简便 起 见 , 常 以 Ca je BC0,1)。 

本 节 首 先 讨论 Sobolev 空间 H 中 函数 的 环形 分 解 ， 

定义 12 设 ER,x(eJEEeR ,着 《5 人 GE)e LRP, 
则 多 nCx) € HR), LECAR | a 

ll, = {feyra pagpa (14) 


当 s 二 0 了 时 厂 二 L:， 它 的 模 用 ,i 表示 ， 
显然 ,如 果 把 (1.4) 看 作 是 由 内 积 
(u,v), 一 | CEACE OE) aE 
诱导 的 ， 则 可 看 出 HACR") 是 一 个 Hilbert 空间 ， 
定理 1.2 车 weé H'(R"),s&R, 它 有 环形 分 解 (1.3), 则 存在 
正常 数 cj 及 C ,使 得 
alo 277, 1e —1,0,1,-. (1.5) 
B | 


D ABB E 表示 (1 +I 用 46 RR Cr) "46, 


TT 


j=-1 


(To) < chae (16) 
证 明 先 设 i 六 0， | i y 
o iui -æ fiot E) PECENE | 
mme. LE) RE) AGP. 
出 意 到 上 述 积分 在 Ci 上 进行 , 夏 存 在 仅 与 s e 有 关 的 常数 4， 
4 使得 - | 
ba i< Fr <d, 
A 另 一 方面 显然 LPT € oA), HDI 
mer (DEEE. 
上 式 右边 的 积分 是 一 个 依 由 于 i 的 常数， 记 
ra (7) 
ÉPOR TOUS NET 也 成 立 , 即 
Zu ， Joe CE) a12% en), 
与 (1.7) 入 结合 即 得 
Sad IE PO) + sje < C'al, 


[Ex 


证 毕 . | 

注 条 件 (1.5),(1.6) 也 可 以 联合 写成 | 

D iaio, ' (1.8) 

上述 定理 之 着 也 是 成 立 的 ， 即 我 们 还 可 证 明 下 面 更 为 _ 般 的 
结论 . 


定理 13 设 :ER, # LOR) 中 的 函数 列 {wi 一 一 1， 
0,1,--.} 具有 如 下 性 质 : 

(1) suppñ; C Ci, 1= —1,0,1,---; 

(2) Iso ei: EL 且 之 j< M’, (1.9) 


JE “一 2: 4, € HR"), BRES u, M 无 关 的 常数 -6C, 使 得 
lul < CM, `- (1.10) 
证 明 由 C; 的 定义 知 ,存在 与 i, k ESER N, E 
-Hk >N EH, Chi 一 站， 这 就 是 说 ， 在 二 进 环 体 序列 
{Ci) 中 每 个 二 进 环 体 C; 至 多 与 另外 2N 个 二 进 环 体 相交 ， 布 
六 与 了 无 关 ， 丁 是 


RO 2 4@)/ < > Ex SP CIE | 


dE se GHn >. POLE 


Cr Èj Sj orota] 


ECGN+ à B (EPA VE, a 
又 由 定理 1.2 中 的 证 衣 ， 在 C E, (E <da, 者 由 上 式 得 
(za 中 二 二 Ne cv D |o AE IR + 2 


<N -d C, D Pate EN d- Cu Mn。 
取 C—((rx)®.Nede Cp 即 得 (1.10) 式 证 毕 。 
注 对 于 we SR), SEM 1.2 和 定理 1.3 表 明 we HR), 
;ER 的 充 要 条 件 是 它 的 环形 分 解 > “m 满足 (1.9)， 此 时 再 由 
(LORIA, uC) 在 HR) 中 的 模 等 价 于 


(S me Gain 


i 对 于 最 常见 的 * > 0 的 情形 ， ARR 步 
的 命题 . : 
定理 14 设 5>0, sE S’ R), AU FAC TETEN 


. 3a 


{1) se HR"); 
(2) 2 可 分 解 为 u= a u, 其 中 m 满足 
suppé; C B(, 2), k> 1, Ws 
(1.12) 
allo ec 277 EH È C0; 
(3) 存在 自然 数 m> Bu 可 分 解 为 zx 一 À on, 06 
C”, EMI <m A 
IDni & cine DEH, 5 ch <o, (1.13) 


证 明 ”定理 1.2 说明 由 (1) 可 得 (2), 
现在 来 证 明 从 (2) 可 得 (3)。 取 OEE CR), EzE BO, 
2x) 上 为 1. 记 8(x) 为 9G) 的 Fourier 逆 变 换 。 因为 在 
B(0,s21) LA BCE) = 1, 所 以 由 (1.12) 知 
ACE) — BCE)OC2TIE). 
从 而 
ula) m ul) k 2/0 (2ix), 
Da le) = ula) hk POSON e), 
利用 Young 不 等 式 ?, 有 


LD < Ille» 2% | 23210022) ds 
Siei 。 2i | INC | a < M2 Agiles 


再 将 (1.12) 代 入 上 式 即 得 (1.13). 
最 后 我 们 证 明 由 (3) 可 推 得 (1)。 


RORA i= > h H 
j=—1 


1) Young RER: É IEL’, gL IKP, ao, /六 EL， 二 = b+ 


27 1, I&r&oo, E ifkelurSliles -iglua 


» 6 » 


A 


2 Prial Mi, D} o Tale & Ma 
jm] 


f=-1 
由 不 等 式 [Del <(S1)(E sel),5> 0, = —1,0, 
1，. ,可 知 对 任意 正 整 数 N 
[Ea] < (z ;') (£ wl), 
此 处 取 oE) = 235[ 十 2302]。 
注意 到 对 任意 一 个 5, 存 在 自然 数 六 一 hj) 使 得 2% € CE) 
<21, 于 是 


or E) 一 D rE + Doer) 


i Sit i>i 
< >) 23m- g Ym + >; 273js 
j in j >ja 


< Ci[2xitotn NE) Im 十 2-aie] 
< CE), 
此 处 常数 C 与 元 关 .因此 
EMI AE < DL + 22m )"]. ACE, 
SN jaN 
对 上 式 两 边关 于 积分 ,并 令 N -> co , 可 得 seH, B 
luii < CCM, + Mi). dE, 

Æ 由 证 明 过 程 易 知 ,结论 (3) 可 修改 为 要 求 分 解 式 D u 
中 的 wi 满足 如 下 条 件 : 存在 实数 m > s, 使 得 u eHR), H 
D mule M, D lul, € M. 

iz- | 了 = 一 上 


以 上 我 们 给 出 了 R 上 的 H 函数 类 在 环形 分 解 下 的 特征 性 
KR. :类似 地 可 以 考虑 在 局 部 及 微 局 部 意义 下 H 中 元 素 在 环形 分 
解 下 的 性 质 。 下 面 就 来 讨论 这 个 问题 l E 

. 定义 1.3 设 sER, ER", Cro, £e) ER” x R'\{0}, uE 
o; 
e 7e 


(1) 所 谓 we Hi, EH: 存 午 mlx)e€ CCR), CE xo 附近 
% LE ou € HR’). 

此 时 我 们 也 称 * 在 x 点 局 部 地 属于 H‘; 

(2) 所 谓 ue Huom Rte u DD mm + m, HU 
u € Hios E &'(R’), E (os Es) & W Rlm)’. 

此 时 我 们 也 称 * 存 《xo， E) 点 微 局 部 地 属于 H. 

ŒUVRE. HET (x, D) EU, 都 有 nel, Nic 
u € Hi. 

注 HÉDRAEMNAT, ue Hé 等 价 于 :存在 一 个 于 
各 附近 为 1 的 pe CRY) 及 在 5 的 一 个 锥 邻 域内 为 1 的 
正 齐 零 次 E)E CR), E 5 | K 

PD) Cpu) (x) € HR'), (1.14) 

因此 ，(pw) x) 的 Fourier 变换 在 E 的 一 个 锥 邻 域内 等 于 
一 个 HR Fourier W, ik u EH, po 意味 着 4x) 在 
z 点 附近 于 & 方向 是 属于 H 的 . 

ER, A we Hi,， 则 对 任 一 5 €E R"\M{0} 有 “EH 车 
„€ (CR") , 则 对 任 一 ER” 有 wenH:. 

定理 15 jts, ER, Es 关 *， 则 下 面 的 论断 是 等 价 的 。 

(1) u€ HN Hess 

(2) 存在 pÜx) € CCR"), CE r 附近 为 1， EE E 的 
TER T, E 

pu = 5, u; + 5 vs 115) 


j=-r °* j=—1 


其 中 | 
Voile < 62", suppð; € C, 


1) WFC) 是 分 布 # 的 波 前 集 ， 它 的 定义 如 下 。 AE uE Wr) 是 
XR"\{0} 中 这 样 的 集合 ; (Co EFWE) 的 充 要 条 人 性 是 在 在 x+。 HER U 及 
ÉD LORS Vs, RER gp 《C2CU) 及 任意 N, FERD Cy, 使 得 在 V 中 


KAEI Eu + ED 成 立 ， 关 于 波 前 集 的 性 质 ， 例 如 可 参见 [Qii-y[QCD 


*; L 人 


Mer 627, supp # € CNT, Dci <o, 


此 处 r 表示 工 的 余 集 .。 

证 明 设 ue HLN Hitos EEE M =u + 12, 
使 meHt, m6 (R), E Cob) &W Fi). AMEE px) 
€ CE CR"), EE r 附近 为 上 ,使 得 pu = pu + pr = ih + k, E 
Me H", Cros ED EWFG) BF 4€ Hn, ADDAN p(x) 的 
LEEBED, 使 得 pue H. HEIRE, FE & 的 一 个 锥 邻 
域 忆 ， 使 得 对 支 集 在 T 内 的 任意 正 齐 零 次 函数 DE) 有 pE) 
AG) BARRE ohe CT. 现在 取 oE), 使 它 在 Se 的 
比 r 更 小 的 锥 邻 域 上 为 1, 并 作 分 解 

pu 一 p(D) (的 + i) + yD pus + ve”, 
由 名 EH” BE (D)aeH", 再 由 DnE C, 有 o EH". 
另外 显然 有 ”< ,而 上 述 四 的 取 法 意味 着 supp CE, F 
基 , 对 v 1.0" 取 它 们 的 环形 分 解 后 知 结论 《2 成 立 . 


反之 , 设 结论 (2) 成 立 , 由 定理 13 知 ”一 Ares Ho” 


= Do EH, MICSE que H, FI uE Hi. 
j=-1 


又 取 支 集 在 工 上 正章 零 次 函数 HEJ AE) & 0, Ea supp o" 
cr 4 Cpp CE) 一 0 ;从 而 Cros 50) & WEO: 故 WE He tto)» 
RACOR. EE. : | 


52. C 函数 类 的 环形 分 解 


现在 研究 .Haslder 空间 C* 中 的 元 素 在 环形 分 解 下 的 基本 竹 
质 . 

定义 21 设 ERAN, we LR), 所 谓 se CORY) 是 
指 满 足 如 下 条 件 : 

(D 当 0<p<1 时 


. -9 + 


机 ls) 一 4 

Cul, sekok [z — yj” KO, 
此 时 记 AY Ce 模 为 | 
l lule = ulz» + Dale; : sD 
《2) 当 。 > 1 时 ;用 Lol 炭 示 ?的 整数 部 分 , 且 记 «= 0 一 

tp]， 并 按 (1) 中 的 意 处 要求 

D'u € CCR”), laj < [pl, 
此 时 记 “ 的 Cr 模 为 

| He D iDuis + D Dl G2) 


iMP 31 m1) 


易 见 ， LRA, CR) 构成 一 个 Banach 空间 , 而 且 它 关 
于 函数 乘法 的 运算 是 封闭 的 ， 
| 定理 21 JR pERMNN. Æ we CPR"), 则 对 它 的 环形 分 角 
“= È “jy 

cell 1,0, torse (23) 

证 明 设 4, p 如 定理 LI 所 示 ， 于 是 di dû, 条 二 
+ TH)A(E),i > 0. 将 内 与 9 的 Fourier 逆 变 换 分 别 记 为 dx) 
与 ğa). A pec, K bES CL, Ni 

fine = NY ale < ohare < C > eful, 


MiSo w) 一 a(x DK. ERA 的 支 集合 
于 C,， 从 而 对 任何 重 指标 1、 都 有 
CPE ONE 
e, Si 
ye) 一 {f xz 2i D (D 


AILLE 


x L'o-nanpi(z) 


pedt 


-| goal [pl > De 


IAH | Ø} 


+ t9 C1 


X [tulek — 2753) + (1 — s)x) — Oru(x)] X 2 sds, 
从 而 得 到 
lalis < Cllaullee + HET OT] < C27iskuler. 证 毕 。 
定理 2.2 设 ofRINN， 则 下 面 的 论断 是 等 价 的 。 、 
(1) me Cr(R?); : 
(2) 存在 分 解 u= D) u, JEH u 满足 
ior 2, CC 


2. 
sles  C + 273 (2.4) 
G) 存在 分 解 u= D) m, 其 中 n 满足 
supp 4 C BC, #2), 57 1， (2.5) 


lullze < C +27; 
(4) 存在 自然 数 m> p, 使 得 u 可 分 解 为 # 一 之 “i, TR 
u€ CCR"), B -i 
lpiwllze < C27, [A S m, (2.6) 
:证明 定理 2.1 说 明 从 ( 蕊 可 得 (2)。 而 由 (2) 显 然 有 (3)， 
现 证 由 C3) 可 得 (4)。 作 OE) € C?(R") ,使 之 在 球 .B(0, 2s) 


上 为 1, 于 是 ğe 7R). A% 
D'u;(x) ey 2i(a+ 1 CZ.) * uila), 


故 得 | 
Dwillee < lules + amf 2182 (2x) |dx 
= usat [réa 
& C,27ietilal, 
即 (2.6) 式 成 立 . 


最 后 我 们 证 月 由 (4) 本 推 得 (1), 尖 要 在 (4) 成 立 的 条 件 下 证 明 
HER 2, [21 < M], 有 D'ue CR), Hth a= p- ip}, 
(<a <l, 


jil > 


首先 注意 到 对 任意 的 满足 1] < [el 的 1 有 | 


1 了 :ellze < à I D45;] Le Fe Ci 5 27 ie an < Mi, 


j=-) fut 


所 以 D'u e LR"), lal < [eo]. 
WEH Al = [p] 时 [Dul < oo , 按 定义 2.1 进 行 验证 ， 不妨 


认为 0<1x 一 站 <1. Bite PL le < 2, 从 而 有 


Dax) 一 Diw ly)| < X; |D'u;(x) 一 Diw;tly)| 


[4 


+ DL Du (e)| + Dw, 


i >io 


对 [i| lol, ÆlU+I< um, k 
2 1D Ca) — Dale D, D lx — |: Dale 


fo ialml 
< > Ci27ietillta 。 lz 一 ?| < Cilzx 一 y| >) 2e Hitler) 
i ie FA ` 
= Cilx 一 ?| >) 20-0 € Mala = y |20) 
i jp 
< Milx — 31°, 
此 处 Mi 与 j 无 关 . 
另 一 方面 ， 
SI D'u;Cx)| < 5 C2 etile) = C, 5 2 一 ia < M2 iv 
ei NET ET 


= 2M;27 ete DM ir — yl", 
此 处 Mi 仍 与 六 无关。 将 上 面 两 个 估计 代 人 前 式 就 有 
|DigCx) — D'uly)| < (Mi + 4Mi)le — yie. 
从 而 [Dul <0, |i] = [p], PÆ #€ CCR”). 证 毕 ， 

” 注 1 类 似 于 对 H RARE, 4 p € RHAN 时 ,we C?(R*) 
是 指 它 的 环形 分 解 # 一 DI wi 有 (2.4) 成 立 , 且 ul) E CR) 
中 的 模 等 价 于 

ahe 


liller = sup[ 2ir l;le], (2.7) 


注 2 利用 定理 2.2 中 (3) 之 《4) 的 方法 可 以 证 明 : Æ w& 

L°CR), suppé € B(0, r), A 
ID'allie < Cr'ilalre. 

在 上 述 讨 论 中 ,我 们 避免 了 ? 可 能 出 现 的 两 种 例外 情形 :; 一 
是 ?为 正 整数 的 情形 ; 二 是 2 为 非 正 数 的 情形 。 韦 在 我 们 来 补充 
这 两 种 情形 . 

先 考 虑 2 为 正 整数 的 情形 。 为 简单 起 见 , 先 设 p 一 1。 此 时 
做 乎 可 将 L° 函数 x 满足 Lipschitz 条 件 |s 一 zy < M 
|x — yl% ue C 的 定义 ， 但 它 与 # 的 环形 分 解 满足 ?一 1 的 
条 件 (2.4) 并 不 等 价 ,而 必须 将 Lipschitz 条 件 改 为 条 件 

lule + y) + ule — y) — 24G)| SMIy|l, [yl > 0, (2.8) 
才 有 相应 的 等 价 性 。 条件 (2.8) 称 为 Zygmund 条 件 . 

要 注意 ，Zygmund 条 件 (2.8) 与 Lipschitz 条 件 POLE 


uO) < M1x 一 9 是 不 相同 的 ，。 例 如 函数 ue) 一 D 2-teaats 


满足 (2.8) ,但 对 任意 对 均 无 

| fuls) — uly) S 到 全 二 让 
定理 2.3 下 述 论断 是 等 价 的 。 
(1) ueL"(R) E sup, pl Te Jula + y) + ax — y) — 


Zu(x)| < 00; 
O) 存在 分 解 4 一 D u Hh n TR 
supp À; CC lel EC ~ 27; (2.9) 
C3) 在 在 分 解 4 一 六 ,其 中 m WE 
supp å C B(0, 2). r> 1. lalese SC +275; (2.10) 
(4) 存在 分 解 # 一 Du, Him 满足 
MECRY Dee < CRM, |A 2, GD) 


. 13 +, 


证明 ”由 定理 2.2 的 证 明 可 知 ,为 证 本 定理 ， 只 要 证 明 由 《1) 

可 得 (2), 以 及 由 (4) 得 (1), 

先 证 由 CD 可 得 (2)， 为 此 取 u(x) 的 环形 分 解 # 一 DI u, 
如 象 定理 2.1 中 那样 ,(2.9) 对 i 一 一 1 显然 是 成 立 的 ， 

当 了 > 0 时 , 仍 记 y) 一 | x(x 一 2 ngtée ,注意 到 
(D4z = 0 且 由 定理 1.1 之 证 明 可 知 q( 一 8) = p(5), 故 有 站 ( 一 x) 
Ge). MAT 

u;(x) -| ux + 2 i Pd , 

且 有 
wl ST | ule H 276) Fs — 270) — Pula) Ha 


sp [9] rt) 


x 
2 
2u) If yel + Od 
<C:21, 
此 即 (2.9) 式 , 故 (27 成 立 . 
为 由 (人 导出 (1 ,注意 
co mla t y) + wbx y) — ul) 


= E [í , a mle 十 vod és 


成 立 ， 其 中 par 从 而 由 《2.11?, 有 


ule + y) + wx — 7) — 2n(x)] 
< y D Dulee S Ciye, 
=2 


如 象 定理 2.2 中 那样 ,对 满足 0 之 17| 1 的 3, 存在 RUÉ 
与 y 有关 ), 合 得 2 < 委 [y[7 << 2tt, 
D leCe + y) + wx — y) — 2u(x)| 


Fe 


it 


RE Ci < Myl? < Mily!, 
， 5 Sie 
此 处 M, 与 r XX. 而 
PAC Hy) i la y) — 2a,(x)| 4 Dill 


1>in i>ijin 


<4 > C2 E M2 <2M;lyl, 
M: 仍 与 b EX. 于 是 
lule + y) + ur — y) — 24Cx)| 
D laCx + y) + ax — 7) — al 
ij 


+ Slur + y) + ule — y) — Zula) | 
; <(M +2Mi)lrl Mir], 
此 即 表示 * WE. 又 ledes D allie & CID 21 < 
j=—1 j=—1 


M', ik ue LR*)， 从 而 (1) 成 立 ， 证 毕 ， 

对 于 大 于 1 的 整数 p, (2.8) 代 之 以 如 下 条 件 : 

IDiglx + y) + D'ux — Y) — 2Dn(x)| S M iyl, 
Himpo—1, |yi>0. (2.12) 

记 满足 《2.12) 的 e 一 1 次 可 微 函数 全 体 为 C4， 它 又 称 为 次 
Zygmund 类 。 对 于 它 也 可 建立 类 似 于 定理 2.3 的 等 价 性 定理 . 特 
别 地 ,我 们 可 得 到 它 在 环形 分 解 下 的 特征 性 质 〈 形 式 上 如 (2.4) 所 
示 ). 

为 简单 计 ,我 们 约定 ， 如 无 特别 说 明 , 则 当 。 为 正 整数 时 ， 用 
Ce 表示 Cr 《注意 , 它 比 通常 的 P 次 可 微 函数 类 更 广 )， 

AT 0 < 0 的 情形 , 定义 CR) 的 最 简捷 的 方法 就 是 用 其 
环形 分 解 满足 不 等 式 (2.4) 来 确定 。 此 时 取 微分 算 子 1 一 A 一 1 一 


D B ,以 及 正 整 数 /使 21 十 p> 0, 那 么 容易 证 明 ,we CR) 
i=l 


等 价 于 存在 ve CCHR), 使 得 (1 一 A)'v — x, 
注 一 般 地 ,利用 象征 为 《2 的 拟 微分 算 子 4《 其 定义 可 参 
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见 第 二 章 )， 可 以 将 上 面 定义 的 空间 CeCR")。oe R 统一 地 定义 
WF: pomme, 0 < 之 a 去 1，m 为 整数 。 所 谓 we CR") 


是 指 
| Aue CRT) (213) 
且 此 时 -les 仍 可 用 《2.7) 表 示 . 
RE P < 0 时 ,定理 2.2 中 结论 (3) 和 (4) 不 成 立 。 
作为 CR 在 环形 分 解 下 特征 狂 质 的 应 用 ,可 立即 得 到 如 
下 的 Soboley KAEH: . 
定理 2.4 i eR, Wj 
meoc, (2.14) 


证 明 设 we 于， 则 它 的 环形 分 解 > “4 有 


supp 4; C C;, 有 lallo & eR, Le je Ë, 
特别 地 存在 常数 C 使 GaC ET 
取 OEE CR"), BE C 的 某 邻 域 上 为 L 故 在 CE 
OCLE) 一 1 ， 从 而 À = 6278), HE 
ula) = u(e)% 20 (2x), 
从 而 
leler < Ua + 1280252) = 27 sl + Wo 
< 2727 Il, << cr, 
其 中 C 一 C' 凡 和 b。 于 是 由 定理 2.2 知 ne C7 ,县 
ees = sup julie) 
| < liðllo + supl 2” llz;llo] 


f az 4 
< MÍ D hhi} = M ll. 
ja- 


证 毕 . 
Æ 通常 的 Sobolev 徐 人 定理 只 讨论 :> 的 情形 HA 
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Rios 不 是 正 整 数 。 在 定理 2.4 中 去 掉 了 这 些 限 制 , 故此 结果 
TERT WRN. 
类 似 于 5 1 中 那样 ,我 们 也 可 利用 环形 分 解 研究 在 局 部 及 微 局 
部 意义 下 CP 函数 的 性 质 . 
定义 22 设 eg 及 ，mER (x, E)E R” X RMO}, #€ 
SR"), 
(1) u€ Ca ER. 存在 plee c? (BR’), 它 在 EUR 
内 为 1, 使 得 pue CR 7。 此 时 也 称 x 在 4 局 部 地 属于 CF; 
(2) uE Chein Ein: u TARA u= mt m, ER uE 
Chs mE CR), B 
(xas £0) EW Fa), (2.15) 
此 时 也 称 “在 Ceos E) 点 徽 局 部 地 属于 C’. 
与 $1 中 定义 1.3 相仿 ， uE Ciroo) 等 价 于 : 存在 于 ro 附近 
为 1 的 pE CIR) 及 在 5 的 一 锥 邻 域内 为 1 的 正 齐 零 次 函 
数 oG), 使 得 
b(D}(pu)(x) € CR"), (2.16) 
BD wlx) 在 wo 点 附近 于 E 方向 属于 Ce. 
显然 , 若 € Chs WEE SERMO) 有 ze Cow XË 
u€ Cr(R")， 则 对 任意 xzE R* 有 uech 
定理 25 设 p, p ER, Ho >e TERNES: 
(1) nE CRNA CR | 
(2) 六 在 于 x 附近 为 1 的 pe CPR) 及 ë 的 一 个 锥 
si ,使 得 


pu= Dv + Do, (2.17) 
j= jai 


其 中 
Nue & C2, supp 4; C C; 
le; lee < C2, supp? c Cnr:, 
这 个 定理 的 证 明 完 全 类 似 于 定理 1.5, 故 在 这 里 从 略 . 但 是 出 
定理 1.5 的 证 明 过 程 可 知 ,在 证 明定 理 2.4 时 需要 下 面 两 个 引 理 。 
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引 理 21 设 ue CR) pE Rp) € CIR"), pue cC”, 


证 明 À PE R'\N 时 ,由 于 Cr 是 一 个 代数 ， 且 pec? 
(R=) C CCR"), FDL pue Cr*， 当 P 为 正 整 数 时 , 易 知 pu 也 满 
Æ Zygmund 条 件 (2.12), 从 而 qu€ CF, XE e < 0 Rt pre CF, 
先 设 一 1 之 p 所 0。 由 定义 , 当 uE C? 和 肝 , 存 在 ve Co 使 得 w= 
QG 一 Ar, 从 而 | 

pu = pi — A)r = pv — [A — 2Vp : Vy — (Ap) +v] 
= (1 — A)(pv) + 2V@p + Vr + (Ap) : », 

由 于 ve Crtt, Vue Crtt, 而 p, Vo, Ap 均 为 C2 KR, 
因此 由 ve CP, pH2>1, 有 ré CP, (1 — Ajpre CP, 
Ve: VvE Ci (Ap}re Cet, 从 而 pue Cr. 调用 上 法 递 推 ， 
就 可 知 当 p 和 0 时 均 有 pue Cr, WE, 

引 理 22 设 nE CR"), PER, RE) 是 RALO) 上 的 正 
齐 零 次 连续 语 数 , 则 A(D}ue C?, 这 里 

ACD}u 一 FTCRGDA(E)), (2.18) 

证 明 对 * 作 环形 分 解 u= Iu, NÒRD) 是 RCD)u 
MED. W AE), PE) 为 定理 1.1 中 引 人 的 函数 , 若 XE) X 
在 suppp 上 等 于 1 的 C?CR^\{0}) 函数 , 则 必 有 

REDACE) = REJECTED; CE), 
又 记 REDACTIE) 的 Fourier WERA hC), 则 利用 的 充 次 
性 可 得 


[Inla = | 


| ef "RO ( E Jar | dx 


| etk(2E XE AE: | di 


-| 


<C, 


RECH j ERR AF i 一致 有 界 ， 从 而 
[FCRC uE < Cet, 


| e`% CE XCR, dE, Léa 


由 此 ,我 们 就 可 以 从 u 满足 估计 (2.3) HA KDa 也 满足 问 一 
. 类 型 的 估计 ,进而 由 定理 2.2 知 《DYwE C9, EE 


$3. 其 他 函数 类 的 环形 分 解 


由 于 对 任何 一 个 eE SR) 均 可 作出 它 的 环形 分 解 ,而 
#(x) 所 在 冰 数 类 的 特性 常常 可 用 它 的 环形 分 解 去 刻 划 ,因而 在 这 
一 节 中 我 们 还 将 简 政 地 对 其 他 一 些 常见 的 函数 类 讨论 这 种 分 解 的 
性 质 ; 而 其 中 有 些 函数 类 将 在 本 书 中 用 到 ， | 

定义 3.1 (1) 设 *eR, 1<p<oo, EX Sobolev 空间 


H; 如 下 : 
Hi = {ue Z (R°); (Aule < 00}, 
且 对 它 装 备 寞 
Nul = lule, (3.1) 
转 别 地 , 当 P 2, Hi 一 Hh | 
(2) &:70, 1<p, go, REX Besov 空间 By 如 
下 : . 
1° 当 s&N, 9 二 % 时， 


Bre = {ue LIRO; hlag, = Malae + [fie tete elat) 
— ua) eds) va < ca }: | (3.2) 


2° 当 sAN, 4 = %0 时 ， 
Bim (ee al = leles 


+ supi |z| lule + 5) — ulle] < 00}; 
39 Ms=1,g< +0 hf, 
Bi = {ue LARD; luly, = leler + [fist tuée 
+ 3) + 4x — 5) — 2ue) Neds] < co}; 
-(3.3) 
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sn AA i FAN g _ 
Bio = {u€ LCR"); Izla = leize 
+ sup [r] lule + 2) + ule — 2) 


— 2a l)la] < ©}; (3.4) 
3° 当 s 为 大 二 1 的 下 整数 时 ，B;。 按 下 式 递 准 地 定义 
lella, ra lulz? + > leingi AE (3.5) 
HA, Bio > HAMER 8: —H 


定理 3.1 y vE F (R°), Dies Du, 则 
(1) we H; RARER a 
|È ut] er, 
且 “在 H 中 的 模 可 由 下 式 来 表示 ee 
tdg =|| È in]: G3.6) 
(2) we Bin, q< oo 的 充 要 条件 是 
Eroale <®, 
Au Be HOMTR RER. 
ut, = [Zee] Gn 


(3) ss Bio RERE 
J lale < C +2, 
此 时 六 可 表示 为 
Hulas = supl 2 alle], (3.8) 
KEKER DURE. 
利用 上 述 (3.7) 及 (3.8) 式 ,还 可 以 定义 < 0 时 的 Bi. Besov 
空间 Bie 是 Le 框架 下 的 Soboley 空间 所 的 一 种 推广 ， 有关 
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和 — 


它 的 详细 介绍 可 见 Estil, [BL1] 和 [Trit], 
i .定义 3.2 is, rER, .+ 二 Ci, x )E R”, g == (E)E R”. 
定义 HoR) 如下， D 
HR) = fue RD; alle = SEXE 
; ICONE (3.9) 
XAH, o= H°, | | | 
这 个 具 双 指标 的 Sobolev 空间 是 L. Harmander 首先 引入 
的 , 在 [Sal] 中 它 被 记 为 五 ”， 为 了 如 免 与 其 他 的 记号 相 混 淆 ， 
本 书 中 我 们 将 此 双 指 标记 在 右 下 和 角 .。 为 刻 划 这 个 具 双 指标 的 空 
间 , 我 们 引入 二 次 环形 分 解 如 下 : 
t PE), pE) 如 定理 1.1 中 所 示 。 记 pE) = b(0, E), 
p 2) 一 9 278), HA UE, POR Æ RTE 
的 一 个 单位 分 解 。 且 相应 的 二 进 环 体 序列 是 【CC }，Cr 一 人 < 
有 2 而 Ca = {8 € R, gl 
<ih} 
| 设 we FRY ,改写 它 的 环形 分 解 式 为 x — À de, He 


| ATNCE) — ODA), AE) = PCEYE, j> 0. 


xig A 
ALE) 一 p EAE, Au) = (27 E GE, 1 20, 
^j = À; oA; rs 
则 


KUE) = POEP TE YAE), jf 2 0. 
Apu 的 庶 CCA8; 2 [ET nait, T ET << aty 
因为 |5| < Ië] ;所 以 兵 有 当 f DR Apu 才 为 
CLEA 


EH d'(E)+ Se PE) =] 得 


jz 


au(x) = Au + > Aju, 
j= 
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再 对 上 式 右边 各 项 进行 Re 上 的 环形 分 解 , 有 “ 
| “a. |A lu + E a+ Sa [a Au + S aia] 


tsal] 


= Anaut 5 Ayu + > Aju 十 5 Arä, 
ff=0 1, fe 


由 于 Aura ARCS: IE) 1,72 S E < x2/*t}, AAA 
ina 


六 > GR Aux HE. iB h= FAR 故 
in In2 


SA ie DA 


j'mû 


G ii uE F R) 的 二 次 环形 分 解 式 


u= Saah Dt È an. (3:10) 


pa-l 


利用 上 式 就 可 得 到 we H, (R) 在 环形 分 解 下 的 特征 性 质 如 下 
定理 3.2 “E H, CR") HRR RIE 


$ 4i "HA. ouli + È 4] A; 人 


+ D #4 asalt <o, G1D 
E # Æ HR) 中 的 模 等 价 于 


{ > CES Me pull + a PA, ni 


+ D a lapai ; (3.12) 
npo . 
证 明 证 明 的 思路 与 定理 1.2 及 134W. 
先 设 ne Hs, TT G ALEI + 2i,# Cr IE a, 
所 以 不 等 式 
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à PE p OVE) + > POTEN E) 


+ 2 AEP AIIE OVE) < CEES” 


成 立 ,该 不 等 式 两边 乘 以 12(5D 1 ,再 在 及 ”上 关于 占 积分 , 立即 得 
到 


À 7. lAa + > 4ï|A; „alló 


+ D Asal < Cle, (8.13) 
从 而 (3.11) 成 立 ， Le | 
反之 , 设 (3.11) 成 立 . 记 m = 2 Aj.-18 th = > Apt, 出 
于 (3.10) 式 右边 第 一 个 和 式 有 限 , 故 只 要 证 明 ~ 
alee < C: [X a, 


i 7 07 12 
laane < Ca [5 H Asval] 
j= 


因为 每 个 § 至 多 只 属于 (Epa) 中 有 限 个 支 集 ， 所 以 类 似 于 定理 
1.3 的 证 明 可 得 
fee yo pa < Ma D) | (EE [Aul ag 
< a| E e as, 
类 似 可 得 关于 t 之 估计 . 于 是 有 1€ Hss E. 
lule < C S D elare DAut 
$ bp girre au)”, o (3.14) 


iej ™t 
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由 (3.13) 及 (3.14) 知 ,(3.12) 等 价 于 H SPA. 证 毕 . 

空间 也,” 在 研究 偏 微分 方程 的 边 值 问题 时 很 有 甩 ， 工 . Hór- 
mander 在 [Hol] 中 就 用 它 来 刻 划 偏 微 分 方程 的 解 在 边界 附近 
的 正则 性 ，M，Sablé-Tongeror 以 这 类 函数 的 环形 分 解 为 基础 , 利 
用 仿 微 分 算 于 理论 研究 了 非 线 性 方程 的 解 在 边界 附近 的 背 性 ( 参 
W [Sal]), 

最 后 ， 我 们 还 要 介绍 余 法 型 函数 的 环形 分 解 。 这 里 所 洲 察 的 
函数 是 由 满足 某 些 条 件 的 余 法 分 布 所 组 成 。 在 本 书 最 后 一 章 将 利 
用 它 来 研究 非 线 性 方程 的 饰 的 订 性 传播 ， 余 法 分 布 的 概念 可 贿 见 
[H01], [B02] #, 

定义 3.3 设 Z 是 R 中 的 兴 油 超 曲 面 ，Y HWTER C° 
HARPER, REN, p,sER, ' 

(1) 集合 HEY) = {us ViVe H°, Va VES, 
ISk) 称 为 《 阶 余 法 型 H 空间 ， 其 中 元 素 称 为 & 阶 余 法 型 H 
Et: 

(2) 集合 CCE) = {us Vie Vie CP, Vi, VEN, 
IR} HU AMAR Ce 空间 ,其 中 元 素 称 为 和 阶 余 法 型 Cs 
HR. 

切 于 2 的 所 有 C” 向 量 场 可 由 有 限 个 C” 向 量 场 作为 基 所 
生成 ,因此 上 述 了 ……F， 站 的 切 向 量 只 需 在 这 个 基 中 选取 就 可 以 
Te 

例 1 RIAR 中 的 超 平面 x = 0， 此 时 切 于 了 的 C” 向 
量 场 可 由 V = 28e s Vz 二 dre, V, = 6, 所 生成 ,故此 时 
有 

五 (ED 一 {u; põue H°, Waj <k}; 
Ce = (u; ciue CP, Mal SA), 

例 2 设 在 R h, E= {r, = 0}U{x tar, = Ufan 一 
xn 一 01， 此 时 切 和 于 的 C” 府 量 场 可 由 m0, 十 renstal 十 
Ea Or HOn) oa Certa) Or O01) 0, ++, Or 所 生成 ,也 
容易 据 此 写 出 HAE) 与 CR 的 具体 表示 形式 ， 
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按 定 义 易 知 对 余 法 型 空间 以 下 的 事实 成 立 . 

(1) HH C H, Cet C Cek; 

(2) E r20, M HACHA, CRCC, 又 若 EN, 
则 HRH CC HA, Crkti CE Cak; 

(3) 设 3 ARET k AERA HHRH A, CRIC 
Crk; : i 
(4) E AZI, s€ H, Wj Due H; 且 对 切 于 2 的 C” 
ARH Z, 有 Zue HI 同样 地 ,对 2€ Ce 有 Due Co, Di 
及 Zue Cru, 

XERAL 中 的 余 法 型 空间 与 定义 32 中 引入 的 Hear 空间 
相 比 较 , 则 有 

HRG e = 0}) C Hare 

关于 余 法 型 空间 中 的 元 素 ， 在 环形 分 解 下 的 性 质 的 刻 划 是 比 
较 复杂 的 ,然而 在 例 1 的 情形 下 ,可 以 有 类 似 于 定理 1.2 与 定理 2.1 
的 结论 ， 以 下 我 们 记 


lular = (5 leno , 


Ta :下 

fuller: 一 > rose, 
Hate 

Jal = lulla, 


le] = D2) iizgoozll:e， 


last 
并 只 讨论 so> 0 的 情形 , 则 有 
定理 33 着 we Hu 一 0}), 则 存在 正常 数 o 与 5, 使 
“ 的 环形 分 解 w= Du, 满足 


jal E c27#,f = —1,0,1,-.., (3.15) 
as At 

(E 4)" < cle. (316) 

j=- 


反之 ,车 可 写成 Du 形式 ,每 个 u 的 谱 合 于 B = {E 15| < 
2} h, H (315) 成 立 ， 其 中 È a) <M, W wet 且 
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least CM, 
证 明 RITR k =] 的 情形 证 明 AZI 的 情形 ， 可 以 


类 推 . 若 4€ H° {x = 0j)， 则 Du, 其 中 


= Fp ENE), 12 03 na = FCEE), 
ir u€ FR), WRES ZYT a =0 À C” 向 量 场 
Xs ， 昌 。 Ts ðs, 对 wG > 0) 的 作用 .. 显然 , 当 1 之 2 时 ， 
Ou = FE p OEE) 
= FEIE Ory (ED) 一 CR (3.17) 
ii. 
.000 = (Ân i = FOGO POTEO, 由 人 人)) 
= 427R, pa (TENO ONNEN EF CTIE N ða ~EY) 
= ji2 F "pa TENO 全 人)) + ðr t)i (3.18) 
HF seH”, ik nð ue H, nuE H, RA balo & 
2i, LERN 9s (2 六) 的 支 集 也 在 C 中 , 故 由 定理 13 知 
IF qu E) Ge) NEED & 6527070, 
以 上 iah {ef} 均 属 于 ,其 模 为 lulan 所 控制 结合 
(3.17),(《3.18) 式 即 得 


ll < e027, > ENOS Challam, 


反之 ,对 定理 假设 中 的 m 因为 (3.15) 成 立 , H (È y < 


M , 则 由 定理 1.3 知 we H',， 表 由 (3.17),(3.18) 知 
(dm); = Oj; » 
Cr10,,#); = zÔ, t + i2 F Caps (2E AO 4) (5)), 
故 得 One H', 2 Ou € H, EEN #€ H, 证 毕 ， 
定理 34 若 ne CA = 0})、 则 存在 正常 数 C ,使 
[ut < C2 lulet, i= —1,0,1,.. 
又 若 « 可 写成 Zu, REPET u 的 谱 含 于 B; = (5;|51 所 1:2) 
中 ,二 在 在 常数 M HE le, < 270M 对 12 —1 成 立 , 则 有 w& 
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c”, 县 lulet < CM. 

此 定理 的 证 明 方法 同上 ,此 处 从 略 . 

利用 环形 分 解 还 可 以 直接 定义 与 研究 其 他 各 种 泗 数 空间 ， 例 
如 Triebel-Lizorkin 空间 Fis KARER Beser 空间 BY 
等 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 【Tril], 


§4. 环形 分 解 的 部 分 和 


设 we CR ， 它 的 环形 分 为 À mi 


sw= Dn (4.1) 


为 此 级 数 的 部 分 和 , 则 Syne F(R"), 且 当 # 属 于 可 或 C? 时 ， ik 
定理 13 及 2.2 ,它们 分 别 在 H' 或 C° 的 意义 下 有 
! im Sas ~ #, (4.2) 


这 样 ， 我 们 也 可 将 Sw 视 为 对 非 光滑 函数 4 A E 
ART s Hk BARON. RANEUIE RE TE ERA 
RE, DE RATE A HA AS APE HUE. 

引 理 41 设 ue 工 (R"): 则 存在 与 入 无 关 的 常数 C > 0, 使 


Saulle” < C lulle»; (4.3) 
Æ 4€ CPR), > 0, D a 
Saallee < C2272 uflers «4 
若 4€ HR"), s>4, M 
Eseul, < CLR] (4.5) 


证 明 由 wa 的 定义 及 定理 1.1 之 (3), 我 们 有 

Sala) = je GEORGE = a ouga ri. 

ué LOR ) H, : 
ISl < [SGD lule — 27y) ldy < Cale, 


% 27 ` 


可 见 {4.3) 成 立 。 
当 ye CR") ft, 
Sul 一 supC2/#lCSax);llLe) <C i sup Cellule) 


< Ce sup Dir ue) = C2 Malle 
又 当 #€ HX《R") 时 ， 
CAROL OI 


< curl CEY" | PL2 EACE) PEE 
S CPA], 


两 边 开 方 即 得 (4.5) 式 .证 毕 。 
引 理 4.2 若 nu€ Hi, 且 :>>0, W 


Sas — ulo < C + 27 sll,, (4.6) 
NE ne Cv, E po>0, W i i i 
[Siu — ull & C + 27eur, (4.7) 


证 明 作出 4 的 环形 分 解 = D'une HH 时 ,由 定理 12 知 
Isis — ue Sal < E ere 
j= im 


< 2 一 2 5 S C ` 2 2 由。 


了 一 下 


又 当 we Ce 时 ,由 定理 2.1 A 


bSuu — se < D Jules & D C + rede 
i=i imk 
< 2O24 lulto, 
故 得 引 理 ， 
以 下 我 们 要 介绍 三 个 逼近 定理 ， 在 这 些 定理 中 将 分 别 对 算 子 
5 与 复合 算 子 或 迹 算 子 的 换 位 算 子 作出 估计 ,也 就 是 对 二 以 不 同 
方式 应 用 算 子 $4 所 生出 的 下 近 之 闻 的 差 作出 售 计 , 它们 在 今后 的 


讨论 中 是 十 分 有 用 的 ， 
在 下 面 的 讨论 中 均 设 X; R'—> R” 是 一 个 连续 映射 y> 
x, 
定理 41 设 X:R* 一 R* 是 C° 映射 , p > 0 (He REX 
BUT X 20 e MERT), ulee CCR), 其 各 阶 导数 有 界 ， 
则 noxe CPCR")， 且 对 任意 重 指 标 c 有 
[OSL SCuoX) 一 uoCSaX) Ns & Cat e), (4.8) 
证 明 显然 seoxe C?， 当 |a| = 0 时 ， 
SiCuoX) 一 uo SX) = (SACuoX) — uoX) 
， 十 《ooX ~ no(S;X)), (4.9) 
故 由 《4.7) 式 知 
[SACzoX) 一 goXllze < C + 2747, 
uox 一 wo Sx) < [Dalle ]X — Sxl & C + 27%e, 
从 而 得 知 (4.8) 在 |a| 一 0 时 成 立 . 
Hlal > pe tf, 


IBsL SC#0X) lle 扫 5 lag luox); 


由 一 1 
Z >; C2061-p)i < Cael 
,一 


BsluoSAX)] = D Ceres PSX) KONSA) + (8S), 
“pan 
(4.10) 


此 时 对 各 个 a 可 能 出 现 三 种 情形 ，lal < olal > p Élal= 
e 由 于 | 0 
C, à AK ile] <P, 


| C. 2na, lel >p, . 
m (4.11) 


183skzlc= < 
| DOIS Ce, #0 为 整数 且 lol = p, 


又 可 以 导出 一 个 统一 的 不 等 式 
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kia- 2.) 
1 


jasil < C + R, Let 0 (12) 


再 注意 到 . 
hPl & €, 
即 容易 得 到 
lastu (SA lle < CRIT, 
故 (4.8) 在 lx: > p 时 也 成 立 ， 

% 0< {al <[o] 时 ,可 以 用 Gagliardo-Nirenberg KA 
等 式 { 见 [Ad11)。 例如 我 们 取 a > a, Hle 一 为 不 小 于 P +1 
的 整数 , 则 有 

UOL SxCuoxX) 一 uoCSaX) Iae 


lal 
< CIOP LS Cox) CSO L 


PEL 
e US CuoxX) 一 uols] a 
L 


AGREE pa 1e) 
< C2 52 2 
证 毕 ， 
当 nr) 不 是 Cl RAT, 定理 4.1 的 结论 与 证 明 需 作 适 当 
的 修改 ,此 时 有 | | 
.定理 42 设 ae CR"), o>0, X R° RM" 是 Cott 映 
SeS 0 ( 当 e 取 正 整 数 时 ,X 为 p -+ 1 阶 连续 可 微 映射 )， 则 对 
任意 重 指标 a。 有 | 
NESL Sk CuoX) — (Suo CSX) llles < Cat, (4.13) 
其 中 s= min(p + 1, 6), 
证 明 由 于 eti > 1, 改易 得 wxoXe C*， 与 定理 4.1 HU 
较 ,由 于 * 只 是 C。 函数 ; 所 以 alus) 在 le| > 时 就 无 意 
义 , 因 此 (4.8) 必 须 改 成 (4.13) 的 形式 .以 下 利用 定理 4.1 的 方法 来 
证 明 (4.13) 式 , 且 仪 在 二 省 不 同 之 处 给 出 适当 的 补充 ， 
对 于 la| = 0 的 情形 , 写 出 
SxCuoX) — (Sku)oC SiX) 


+ 30: 


= ($ luo) — noX) + lu — Sujo 
| + CGSam)oX — (Sru) oC S47)), (4.14) 
与 (4.9) 式 相 比 较 可 知 , 只 须 估 计 右 端 第 三 项 
《Sat)oX — (San}o(SxX), 
但 是 | 
ICSpu)oX — (Sym) (SX) “a < ACTIFS -iz 一 SaXl 


仿照 估计 式 (4.11) ,我们 有 


‚C, c>l, 
I Csuol < Joze, s<1, 
CR, og = 1, 
又 有 IX ou SAX| » < C27ArP+n, 疏 得 
Ly 
Sa)oX — (SSD, < C2, (415) 


从 而 (4.13) 在 lal 一 0 时 成 立 。 
对 于 le| > p 十 1 的 情形 ， 也 可 分 别 估计 185CSaG02))1 
与 GHEET oS), ;前 一 项 在 定理 4.1 中 已 估 讨 过 ;对 于 后 一 
项 ,可 写 出 与 (4.10) 相 类 似 的 展开 式 i 
PSE CSCS] 
= D Comagl (Sau) PASA) ISX) - - - (8748X), 


atatt a, 
ajamia 


(4.16) 
A. . PR a 
PSSO ICS) PI, 
CAR) [gl > 0, 
< -lal<oe, GID 
Ck, lal =o, 
C, Ælul<e+1, + 
la%sixtl «lei 车 |o 一 pp 十 1， (418) 
CINE D lat > 0 +1, 


由 (4.18) 式 可 导出 一 个 统一 的 不 等 式 

1162Sxxllv= <C2 M | (4.19) 
于 是 , 记 LS) Po(SX) OSX) + (aa) 为 fear 在 14| 
> of, as 


lhal, €2 
< CRU aid lat: Z Cartes), 


2 
= > an 10:22: 
Ag —0)+ > &c ar 1 Tari 


Elgi go 时 ， 


D koiaa- r D 
He lie < C2 : 


ka- gui 一- 一) 


< C2 lai 
< FE don ere < Cakes) 
Elg = o 时 , 若 > 1, | 
上 ee < CR -2 | 
< Ck : zamon _ EL re 
< Cias É z 
而 车 “一 1, 则 大 一刀 一 [(DSu)e(Stz)] + (OSX), E s= 
a =1,# s 
Maragli & Ck: ZAR TR 73} 
< Ck a ZACal—e) , 2780 < Ceme) | 
由 - 芭 -。。 的 估计 式 及 (4.16) 式 即 知 (4.13) 式 对 |z| > p + 1 成 立 。 
再 如 定理 4.1 那样 ;利用 播 值 公式 ,可 知 (4.13) 对 任意 a€ N 成 立 . 
下 面 给 井 函 数 在 超 平 面 上 的 迹 的 环形 分 解 部 分 和 的 一 个 性 
B.. | | 
定理 43 ik ue CR), p> 0, PEN, H w(x) 有 紧 支 集 、 
(CS am) end — Salal aao) < C2 te, (4.20) 
证 明 记 x= (EESTE t*a Xe) E Cris x), 它 的 对 偶 变 量 为 
E= (5 ， 5 E CE, E) 又 记 dE) 是 定理 1.1 中 所 示 
的 函数 ,用 FOLEY RR PEE) 关于 5 的 部 分 Fourier jf 
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(la'—'qN(— -二 一) 
1 


则 


变换 .xz 关于 x” 的 部 分 Fourier 变换 记 为 4'Cn,8). 


于 是 KUE) = 60H), B Gal) TE) 是 Sa 
关于 ë 的 部 分 Fourier 逆 变 的 在 n — 0 之 值 ， 从 而 


CYESS PEA — IDEA dy)} 
= È EBs EA, E dya. 
tel | > 
ja 5 FO, E) = 8 GE) 一 C0, 8 ) 一 >; ar yið, a C0, 


二 )， 注 意 到 
| izata 273E dy = 27504 D, 2E) 
及 
Sine) NE) = pO, 2 5° )aC0, €), 
(S10) NE ) 一 (Splis a YEY l 


= | 240( — 2y, 2E )F (Cy, Edy 


+ 5i z? “RE (0, 2 (0, E) 


= L 十 BE, 

HR (420), REG L X hL 关于 5 5" 的 Fourier 
换 的 L” 模 也 满 吓 同 样 的 估计 就 可 以 了 ， 

先 讨论 D， 由 于 GOGE), 之 1， 的 支 集 在 环 体 E; < 
El 1} 内 , 故 OLEC, EY 的 支 集 在 环 体 (Eire te [ET &1} 
内 , 因此 在 L 中 通 项 所 作 的 Fourier 逆 变 换 | es VEib(0, 2747) 
O d (0, EdE Fr Ou, x) 的 环形 分 解 中 的 第 万 个 函数 ,由 
此 容易 推 知 它 的 工 ” 模 下 C'2-Ke-0 控制 。 从 而 
| ere L(E dE) &C: 276, 
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HF h, 有 
Í e't EI CE Jag" 


= far [ac ap, 278 Cn Edy lag 


E | DE pC—2ty,, 2x) k rh, x) lan, 


上 式 中 卷 积 是 关于 变量 r HE e Er SERRE HF 
十 E G Fourier ra 所 以 p 就 是 ds. 的 Fourier 逆 
FH a 

先 估计 ， Cu x) 关于 r A L’ 8. 因为 


r'CYe x') ES uy,, x) 二 #(0, x’) < Sa i yið ul, x) A 


i=i fe 
= L yelout, x) — OfO, x) 

Ce)! M 
其 中 y= Ay, 0<6<1, 所 以 

Hr Crs legs < CINNOST, a) 

A IP uO, lary 
< Cyle luilee, 

此 处 C” 与 y EX. FR 
| exe ÇE JAE | 


一 Il paie cagi (—2, 2tx )* r EM x )Jdz, 


: 
< fees Cm, 2ta fl: Rt» | "C2 hz, x Je -gry 


<C atue [fiee 《一 2 24x°»| dx’ | -|x| ?dz 


一 Carolaler 人 | 人 ws?lez| + 


Jz [Pdz 
< C2”, 
HIES 之 Fourier YEKAN am. E. 
rite 


第 二 章 氢 微分 算 子 


在 本 当 序 言 中 已 指出 。 仿 微分 算 子 丛 是 一 类 具 特 定 象征 的 拟 
微分 算 子 .事实 上 ,无 论 在 思想 方法 上 ,还 是 在 具体 内 容 上 ， 仿 微 
分 算 子 理论 都 是 拟 微分 算 子 理论 的 自然 发 展 ， 二 者 之 部 存在 着 相 
当 密切 的 联系 ， 在 阐述 仿 积 与 仿 微 分 算 子 理论 的 后 几 章 中 ， 与 执 
微分 算 子 有 关 理 论 的 相似 之 点 随处 可 见 。 为 了 使 读者 能 自然 地 接 
受 仿 微 分 算 子 的 思想 方法 及 其 与 拟 微 分 算 子 的 联系 ， 方 便 读者 阅 
读 和 理解 以 后 各 章 的 内 容 , 本章 专 门 介 绍 拟 微分 算 子 的 有 关 理 论 . 


SL 象征 ,振幅 和 拟 微 分 算 子 


设 OCR 为 一 开 区 域 ，w(x) 6 C(O). E Fourier NEA 


公式 


| uC) = [eos a) 
中 关于 + 进行 微分 ,可 以 得 到 : 
D'ule) 一 | etga E)E (12) 


因而 ,对 于 任 一 线性 微分 算 子 PC, D) 一 J aleb 


LIL 2 


plx, £) =a 5 a (x)E, 


tal 
则 由 (1.2) 有 | 
pe, Date) = | estplx, UWE. (3) 
我 们 称 p(x, E) 为 微分 第 于 PC, D) RE. BAPE, D 关 
于 是 一 个 多 项 式 ,由 它 可 以 确定 相应 的 微分 算 子 . 
| 人 


LI 和 象征 


我 们 从 (13) 出 发 定义 氢 微分 算 子 ,但 其 中 的 象征 p(x, 5) 将 
不 再 限于 是 的 多 项 式 ,而 容许 它 满足 更 一 般 的 条 件 . 

ERLI 设 0 之 8, pl, MER. PER ae, DEC 
(A xX R") 且 对 所 有 重 指 标 à, 8 和 任何 紧 集 KC 0, 都 存在 常数 
Cons ER | | 

Jata le, ED] < CopxÇE) eta (14) 

成 立 ,其 中 ae, £) = fOe la, E), WIER aCe, E) X me Bt. (0.0) 
型 的 象征 ,并 记 为 ale, E)E SO X R") ,我 们 定义 使 (1.4) 成 立 
的 最 小 常数 Cim 为 eg S?O XRY 的 对 应 于 e, 8, K 的 半 
ARA 57,s(Q X R) 为 Fréchet 空间 . - 

为 简单 计 ， 以 后 我 们 将 57,0 x R) 简 记 为 S20); 当 
e= L, 8 一 0 时 ,将 S0) iE% 5"(8)。 此 外 ,还 定义 

SO) = A) S7C), 
REX, RARE: 

(1) H aE 55,0), WAHE ap SA ț aR € SPa); 

(2) Æ h 委 mP È mp S 023 NU Se, a (0) CS ACDE 

G) 《me S” CA); 

(4) 若 a€ Sa CO), bE SHaCO), 网 abestia), 其 


中 p= minfpis p}, 8 = maxt8,, à}; 
(5) 着 ee STAO), suppa(r, 8) 为 一 紧 集 , 则 a€ SCO), 


12 氢 微 分 算 子 
EX 1.2 设 ax, EJE S7. (Q). 对 任何 uE CO), 定义 
alx, Du(x) = | eSa(x, ECE AE 
Pa ff essa(e, SuCy) AyaE, a (1.5) 
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并 且 称 之 为 m 阶 、(p，#) HUMAN F, LD ale, D)e 
0p(3S3.。(9))。 aCe, E) 称 为 是 所 微分 算 子 ale, D) HIRE. 

' 显然 ,由 (1.3) 所 给 出 的 线性 微分 算 子 px, D) 的 系数 ax) 
€ C°CO) 时 ，plx、D) € Op(S”(0)). 可见 这 样 定义 的 氢 微 分 算 
子 确实 是 微分 算 子 的 一 种 推广 

定理 1.1 # a(x, 纺 ES23s(27， 则 由 (1.5) 所 定义 的 拟 微 分 
算 子 alr, D) 是 C2(8) 一 C"(9) 连续 的 
ENM. 


13 ”振幅 及 相应 的 拟 微分 筑 子 

在 下 一 节 讨 论 拟 微 分 算 子 的 运算 时 ， 还 要 用 到 一 种 更 一 般 的 
拟 微分 算 子 

ale, y, Dyula) = ee-rse(z y, uC dyas, (1.6) 


上 式 右 端的 积分 可 按 振荡 积分 (例如 参见 【QC11) 来 理解 ， 其 中 
ale, y, E) 称 为 拟 微 分 算 子 aCe, y, D) ARE. BR, ARE 
alx, y, E) 与 ?无 关 , 它 就 是 定义 1.2 中 的 象征 。 
定义 13 0<, npl, 而 meR. $ a(r,y, 8) € 
CO X O XR) 且 对 所 有 重 指标 a, p, Y 和 任何 紧 集 天 CQX 
Q EITEM Casrks 使 得 
184878;o(z， Y, E)| < Cupr Ey TOHEN, 《1.7) 
则 记 alx, Y, EJE SPa CO). 
此 外 ,我 们 还 定义 


SCA) = [| Sr. CO). 


EHLI # ale, y, E)E Sr, (0), 8 < 1, LORE 
义 的 拟 微 分 算 子 alr, y, D) Æ C?(0) 一 C”(9) ESH. 

ERA. SR Op) 类 的 拟 微分 算 子 , 我 们 有 

定理 1 2 着 ale, y, EJES (9), 则 对 任何 实数 和 s', À 
应 的 拟 微分 算 子 aCe, y, D) 都 是 Hiem > Hie 连续 的 ， 
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证 明 对 任何 we cz(2) 和 we C2(0)， id supp # = K’, 
supp p= K, 因 ae 3 9)， 故 积分 
pale, y, Date) = | epale y, Eu Cy)ayas C1.8) 
把 对 收敛 ， 于 是 对 正 偶数 N > m 我 们 有 
etats, y, Djula = | 人 | pals ew 
< | 一作 | EoD aCe, y, gila 


Hh (Dy 一 1 十 > D}. 注意 到 ale, y, E)E STCO), RA 


存在 常数 Curr 使 得 
| p(x De) "alx, Y, 8)| < Cuer lE) T, yE K, 
从 而 有 


lpGDaG, y, DYuC)| < C | e — yy" alay 


< c'ka SAG A 


两 边 平方 并 关于 x 积分 即 得 
pleer, Y. D'ya(x)]lo < Cal, 
HT, aCe, y, D) 是 Lump > Lie 连续 的 ， 在 (1.8) 中 于 积 
分 号 下 取 微 商 并 重复 上 面 的 论证 即 可 证 明 ,对 任意 正 整数 ", 算 子 
alx, Y, D) 都 是 Hioms 一 Hie 连续 的 ， 又 当 ? 为 负 整数 、* 为 
ER, Mon, HO, FDL, s 为 非 负 整 数 而 ”为 
任意 整数 时 , 算 子 (x, y, D) H Him > Hie 连续 的 。 从 而 
知 当 * 为 非 负 实 教 而 ” 为 任意 实数 时 定理 结论 成 立 . 
设 :为 负 实数 .对 于 任意 we COM ve Cr), iE supp 
# 一 天" C 2。 取 函数 de C2(9)。66e CrO), EBE K” 上 有 
8G)=1. 于 是 有 
pas Y, Du, = sup | (alz, 7 pe , pr)l 
= sup! LG, bx, y, DHD (1.9) 


lell- 
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其 中 ble, y, D) 的 振幅 bC, y, E) = ay, x, E) ESCO), 由 
:前段 证 明 可 知 ， 
LG, blx, y, DX DoY)! = | (Cu, OCELE, y, D)(pr))| 

< alloolz, y, DIG < Chialllsls. (110) 

将 (1.10) 代 人 {1.9) 即 得 
oale, y, Djale < Cul, 

证 毕 . 
出 此 定理 加 误 人 定理 可 知 ,车 aCe, y, D) € S$“(Q)， 则 相应 
的 所 微分 筑 子 ax, y, D) EE (0) 一 C7) 连续 的 .特别 地 ， 
具有 象征 ale, EEST 的 拟 微分 筑 子 o, D) 是 如 此 ， 今后 。 
我 们 称 具有 这 种 性 质 的 筑 子 为 光滑 算 子 。 当 我 们 应 用 所 微分 算 子 
的 理论 去 研究 微分 方程 或 拟 微分 方程 解 的 光滑 性 时 ， 相 差 一 个 光 
滑 算 子 对 问题 没有 什么 影响 ， 因 此 ， 今 后 我 们 将 把 相差 一 个 光滑 
段子 的 两 个 算 子 视 为 同一 个 算 子 。 特别 是 将 有 一 个 5-” 误差 的 
两 个 象征 (或 振幅 ) 折 对 应 的 两 个 拟 茹 分 筑 子 视 为 同一 个 算 子 。 联 
系 到 下 一 节 中 拟 微 分 算 子 的 象征 运算 来 看 ， 更 可 认识 到 这 一 约定 
是 非常 方便 的 ， 而 作为 拟 微分 算 子 的 自然 发 展 的 仿 微分 算 子 ， 也 
利用 和 发 展 了 这 一 观点 . 


1.4 所 微分 算 子 的 (分 布 ) 核 


由 定理 11 和 Schwartz 核定 理 知 有 Ke Z'(0 x Q), E 
得 对 任何 n, ve C5CQ), 有 
5 (alx, Y, D)“, v) = (Ku, v) = K, ue). (1.11) 
按 定义 | 


lala, P Du, v} = fret. y, Dhu(x)dx 

= [ff etc, y, uC)o Cdyasdz, (1.12) 
对 比 (1.11) 与 (1.12) 可 知 , 当 pe> 0, 5 <1, al 时 ， 

Ks, y) lag | er, Y, E)ZE (1.13) 
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作为 振 芒 积 分 存在 并 称 之 为 拟 微分 算 子 的 (分 布 ) 核 。 特别 地 ， 对 
F (5) 形 的 拟 微分 算 子 ax, D) 相应 的 核 
| K(x, y) = | ets Vox, EJE (1.13) 


还 可 视 为 象征 ax, £) 关于 变量 5 的 Fourier 逆 变 换 。 


15 象征 的 渐 近 展开 

CA E 

定义 14、 设 aesa), j=0,1, B3 j> 十 co 时 
有 mr —o, il pu = max. 车 有 ts. 使 得 对 每 个 非 


负 整数 k AA 
4 一 2 a; € Sa Q), (1.14) 


则 称 象征 als, £) 有 渐 近 展开 式 > Cr, D HE a~ > ai. 


特别 当 Mi 单调 FRET — oo 时 ， Ek fy k= 0, lst; 
这 时 (1.14) 式 化 为 
a— DB ar € S33, (1.14) 


i<k 

下 面 我 们 来 给 出 关于 象征 新 近 展 并 的 一 个 存在 定理 与 一 个 判 
EEH, 

定理 13 设 ae S5,(0), i= 0, 1,--+, BH ; -> 士 oo 


时 。miN\ 一 co, 则 存在 ee 354(9), 使 得 a ~ À a JERA 


象征 alr, E) 是 模 8 ”唯一 确定 的 . 
E FREH EER 13 中 将 (m) 的 单调 性 去 掉 , 则 仍 
有 相应 的 定理 成 立 . 
上 述 证 明 还 告诉 我 们 如 何 由 已 知 的 {a} 来 构造 象征 a, 使 之 
以 Da 为 浙 近 展开 式 . 现在 我 们 要 阅 , 如 果 已 知 象征 a, MAX 
判定 它 以 Da YERA? 就 象 证 明 两 个 三 角形 全 等 不 必 
难 还 定义 中 的 全 部 条 件 一 样 ,现在 也 只 须 验 证 部 分 条 件 而 卫 是 * 弱 
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化 了 ”的 条 件 . 
定理 14 设 gestil), 1—0, L,e, HA j—+ oo 
时 mN—co, Mit eg COQ X R) 且 对 所 有 a, 8 MRE KC 
Q, 都 可 找到 与 cb, 玉 有 关 的 常数 C 和 Am, 使 得 
laale, E)| & CE)". (1.15) 
如 果 对 任意 紧 集 KCO, FEP m 一 一 22， 使 得 对 所 有 À, 
都 有 


alx, ë) >, a;Cx, D| < Caux), x € K, (1.16) 
ick 


则 ae 53,0) HA a~ Di ai. 
#=0 


这 两 个 定理 的 证 虑 在 关于 氢 微 分 算 子 的 许多 书 中 都 能 找 到 ， 
KOX EKA. 


§ 2 拟 微 分 算 了 于 的 运算 


本 节 中 ,我 们 主要 讨论 所 微分 算 子 的 共 纪 ,复合 以 及 自 变量 变 
换 等 各 种 运算 的 规律 并 介绍 它们 的 几 个 应 用 . 


2.1 恰当 支 拟 微 分 算 子 


为 了 使 拟 微 分 算 子 的 共 二 与 复合 运算 有 确 煞 的 含义 ， 我 们 先 
来 引信 答 当 支 拟 微分 算 子 的 概念 . 
定义 2.1 (1) 分 布 Te 多 "(9 Xx 8) 称 为 恰当 支 分 布 ， 如 
果 对 任何 紧 集 KCO, RE | 
: supp TN CK x Q), supp TN(Q X K) 
都 是 紧 集 . 
C2) 拟 微分 算 子 AMOR MEN, MR ERRE AXE 
分 布 . 
RUSSE ESS LI 和 LL 更 进一步 的 性 质 。 
定理 21 设 aC, y, E) ESS (Q), 63 < 1 HE (1.6) 所 
41» 


.定义 的 拟 微 分 算 子 «ax, y, D) 是 恰当 支 的 , 则 akr, Y, D) 是 
Co) (或 2"(09)) 到 它 自身 连续 的 . 
证 明 于 任意 sec), iE K= suppa, M KCA 为 紧 
Æ. E aCe, y, D) 的 核 为 AEZ (OX 9); 于 是 因 olx,3,D) 
ARAK k supp ANC x K) 为 紧 集 从 而 存在 天 CO, 
使 
supp ANCA x K)CK'XK. 
取 veC:(0), 使 得 在 K 上 有 vw 三 1. FE 
alx, Y, Djula) = vtx)alx, y, Du(x). 
由 定理 LA 知 aCe, y, Du € C°(0), 从 而 知 它 属 于 C). 
男 一 方面 ,于 任何 紧 集 天 CO, sup ANK” x 0) 为 紧 
集 。 故 有 紧 集 Kca, 使 得 
supp AN (K” x Q) CR" x K”. 
Hl wE CEO), GEK LH wl, TEER se cla), 
有 = 
alx, y, D)u(x) = alx, y, D}(wu)(x}), 3€ K”, 
JUL. 0x, y, DhaeC°(0), 丙种 情形 下 的 连续 性 是 容易 证 明 
下 一 定理 揭示 了 一 般 拟 微 分 第 子 与 恰当 支 所 微分 算 子 之 疗 的 
联系 与 差别 . 
”定理 2.2 设 olr, y, E) ES, (0), P 之 0, 则 相应 的 的 微 
分 算 子 ox, y, D》 可 分 解 为 
alx, y, D).= ax, y, D) + ale, y, D), 
使 alr, y, D) 是 恰当 支 的 ,而 ex, y, D) 为 光滑 算 子 。 
证 明 取 plr, 7)&€ C™”(Q xa) 有 恰当 支 集 且 在 对 角 线 * 
=y 的 一 邻 域 中 有 p=, $ 
ir, Ys E) = px, Y)a(x, y, E), 
az, Y, E) = LE — px, 7) JaCx, Y, E), 
则 ale, y, D) 为 恰当 支 的 . 
为 证 alr, y, D) 为 光 消 算 子 ,我 们 注意 ,在 [1 一 q(x, »)] 
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Tne EEE hd > ADS vi a ET E ec de mue — 


i 


alesy, 5) 关于 (x, y) 的 支 集中 ,|x -- y| 闪 0。 所 以。 对 于 储 
意 正 整数 N, 我 们 有 


(x, y, D)uls) 一 ffe (x, y, E)uly)dytë 
= ffesnr — yet 5 ciné nai pra. 


> jalæi# 
容易 看 出 
jx — y| à, Ca Dax, Y, E) e 52727 (0). 


REA p> 0， HORS FERME :和 六 只 要 取 六 足够 大 ， 便 可 象 定 
理 1.2 那 样 证 明 算 子 ex, y, D) 是 Hiomo > Hie 连续 的 .从 而 
再 由 嵌 人 定理 便 知 alr, y, D》 为 光滑 算 子 ， 

这 个 定理 说 明 ， 一 般 的 拟 微分 算 子 与 恰当 支 拟 微分 算 子 只 根 
差 一 个 光滑 牌子。 因此， 对 恰当 支 拟 微分 算 子 的 研究 是 有 普遍 意 
义 的 . 

定理 2.3 设 a(x,y,8) € Sr, CO), 0 所 51 < p € 1, HE 
(1.6) 所 定义 的 拟 微 分 算 子 A= ala, y, D) 是 恰当 支 的 , 则 4 可 
写成 (1.5) 的 形式 ,其 象征 Plr, E) ESZO), = max, 8,} E 
有 渐 近 展开 式 

pr E) ~ DD ye QD 

证 明 ”因为 算 子 4 是 恰当 支 的 , 故 可 取得 pCx, y) € C” BK 
当 支 集 且 在 4 的 核 的 支 集 上 有 9 = 1, 于 是 当 在 4 的 表达 式 (1.6) 
H plr, y)e(z, y, E) 代替 olx, y, 5) 时 ， 算 子 4 并 无 变化 ， 
因此 ,可 以 设 ax, y, €) 关于 x, PASS. 

对 任意 we C2C9), 我 们 


w(x) = fe “ACE)aE, 


因为 上 式 右 端 积分 作为 极限 过 程 按 C"(2) MIRRE F 4% 
G (9) 一 C 9) ERRER T KA a | 


Aula) 一 | OOL 
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= fentes Act) JE. C2) 
将 (2.2) 与 (1.5) 相 比 , 即 知 4 的 象征 为 
PCr, E) = e ACE) T 
effet, y, mdr 5 
Re Taylor AR, ROA , 
ala, y, E) zi 一 égal, Y, l= ” 一 y 


s<N 


à Dakt LD" K sC, g, E) | *-。 soot =>. 
PeR QA) 
将 (2.4) 代 入 (2. 3), 得 到 

Pe = Ii den Os D3a (a, Dl Dir. 
m Ru(z; §) | LE 
= D 1 og, Ys be + Ruas 5, C5) 


laic a! 


其 中 


Rele, D= D MPG D rates Ede, 
ra= =x a! 2.6) 


K Tuala, T 5) = | prs- D Dax, z, Din vie 
H 0x, y, E) € Sos, (0) 可 知 
D;ôfa(xs Ys 51, € Spa). (2.7) 
现在 我 们 来 估计 rex, E, 小， 因为 alx, Ys HXT žy 
有 恰当 支 集 , 故 对 任何 紧 集 KCO, FERE KK, C 中 ,使 得 
a(x, y, E) 0, 当 rEK, y&K 时。 
于 是 当 rE 时 有 
|[Os Dsalx, sn) homes] S Carlar, (2.8) 
当 和 足够 大 ,使 得 
m— N(o—8)+n+i<0 (2,9) 


yi 
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Hlel = 一 六 时 ,将 (2.8) 代 人 (2.6) 可 得 
(Ò eeroore[8:Dse(r 六 本 ] -oo 机 
SE 


< ,a 


as 
< Cp oran | (ue td 
< Clgyr nupton, (2.10) 
男 一 方面 ,对 任意 正 偶数 v, 我 们 有 和 
| j ee 0 TER | 
mmebs 


<| De 


lee 


X£D,)'Diüraix,z,n) dydn| 
) 


三 #87 一 


ER e T S 
一 ? Pos nt LES 
Se PEN CD dn : | 
< Cure) 78, (2.11) 
RER » EX, (2.10) 5 (2.104878 
EPEE E, 1) | < CRE DM tai Na), (2.12) 


这 就 证 明了 定理 1.4 中 条 件 (1.20) 对 满足 (2.9) 的 六 成 立 。 再 注意 
到 对 不 满足 (2.9) 的 N', ROA 
Rv= D 1 Debta(x, ;的 | + Ry. 
于 是 由 (2.7) 与 (2.12) 便 知 对 这 样 的 -N” 条件 (1.20) 也 成 立 。 
为 验证 定理 1.4 之 条 件 (1.19) 成 立 ,由 (2.7) 与 (2.12) 知 - 
. |plx, 6)| SS CCE)", Le K, (2.13) 
对 任意 重 指标 o, £, H(2.3)A 
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Hir, E) _ 5 Bi | pis—yX9 
Br+Bm=B 18 I 
x 0705 "O5a(x, Y, n)dyän. 
象 (2.13) 一 样 地 可 以 得 到 估计 式 
LCR 
从 而 由 定理 1.44 px, E) EST) 且 源 近 展 开 式 (2.1) 成 立 ， 


TEHE, 


22 共 谣 与 复合 
现在 我 们 利用 内 积 
Calz, Du, v) = (u, blr, Dyv), u, v € C?(Q) 

来 定义 alx, D) IRRA TF bx, D). 

定理 2.4 # alx, D) € Op(s? …(0)) 为 恰当 支 报 微分 算 子 ， 
OSIS 1, 则 它 的 共 轿 算 子 5(x,D)e Op(57,s(Q)) 也 是 恰 
当 支 的 , 且 有 

bx, E) ~ D 2 Diôtäe, 5). (2.14) 


TA REX. XF ue Cr(0), vE CQ), 
(u,blx, D)o) = Cals, D)u, v) 


m K | eer, Buly)dyas)o Cds 


= | uly) ( eral, E)r(x)dxaEdy. 
由 此 可 见 O | 
blz, Dule) = if 37, va (245) 


(2.15) 为 (1.6) 形 的 表 六 式 ， 拟 微分 算 子 5x, D) 的 振幅 为 2(y， 
5). RA alr, D》 为 恰当 支 , 其 核 有 恰当 支 集 ,从 而 eCe, D) 的 
核 亦 有 恰当 支 集 , 算 子 be, D》 也 是 恰当 支 的 。 于 是 按 定理 2.3 
便 知 (2.14) 成 立 .证 举 . 

以 后 我 们 将 aCe, D》 的 共 饭 算 子 记 为 a*(z,D)、 它 的 象征 
记 为 a*(x, 8). | 
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定理 25 设 a(x, D)EOp(S5,3(2)). bC, D) € OPCS 
(9)) 都 是 丛 当 支 的 且 0 所 <p<l, p= min{ps m}, WE 
们 的 复合 算 工 alx, Dob(x, D) = cele, D)e Op(s3"(0)). 
6 = max{ô,, 3 , 且 其 象征 有 渐 近 展开 式 
ela, E) ~ XL Otala, DD EY. (2.16) 
CGR AMI CHE. E). : 
AEA 记 be, D) RRETH G D HUE 8° (2,8) 
由 (2.14) 确 定 , 于 是 由 (2.15) 有 
blx, Dax) = br*(x, D)wutx) 
= ey, PwC) dy 


Lala, DINGE) = f eBt Cy, Sa。 (817) 


将 (2.17) 代 人 alt, D) 的 表达 式 , 我 们 有 
cr, Dhu(x) = alx, D}ob(x. D)u(x) 


ga (il ax, E)B* (y, EJuly)dyäë. (2.18) 


可 见 eCe, D) 的 振幅 为 (x, DEO, E). RA elx， D) 与 
blas D) 都 是 恰当 支 的 ,所 以 eC, D) 也 是 恰当 支 的 ， 于 是 由 定 
理 2.3 与 2.4 有 

elz, E) ~ > tels, HD" (=, D]. 


z >. ai (5 # | 
= D L ora, DDr (5 D'or TG, §)) 
a «| ' Mar mt - Ai i 


az E)D10E* Ca, D} 
a ! 


~ E als, DÉC, E). 
dE, 


23 经 典 拟 币 分 算 子 


现在 我 们 来 讨论 一 个 特殊 而 常用 的 拟 微分 算 子 类 一 一 经 典 氢 
.$179 


微分 算 子 类 , 它 是 微分 算 子 的 直接 推广 ,特点 是 象征 或 振幅 关于 5 
具有 某 种 齐 次 性 。 J. M. Bony [Bol] 所 引入 的 仿 笋 分 和 了 就 是 
这 种 所 微分 算 子 的 自然 发 展 . 
定义 2.2 设 a(z, 8) 《EC"CQ X Rs)， 而 为 某 一 实数 ， 如 
CRÉES ax, D EC”(Q X R*) 关于 |5| >-1 Emi KE 
齐 次 的 ,使 得 


ale, ©) ~ Date, 8), “0.19) 


P alx, E) 为 经 典 象 征 ， EX cfa, D € Cs"(e). 
的 拟 微分 算 子 aC, D) 称 为 经 典 拟 微分 算 子 , 记 汶 ， de Sa 
Op(CS”(Q)). aolas, E) 称 为 alx, D) 的 主 象征 . 

T, CSCO) C SCC), 美 似 地 可 以 定义 经 典 振幅 类 CS” 
C0) 及 其 相应 的 经 虎 拟 微分 算 子 类 Op(CS”(9))。 
将 定理 2.3 一 2.5 应 用 于 经 典 拟 微分 算 于 的 情形 , 我 们 直接 得 
EAH Ce e 5 š NT Les 

-定理 26 (1) # a(r, y, D) € Op(CS"(Q)) HR MX, M 
它 的 象征 PCs E) CS"(9) 且 有 渐 近 展开 式 | 


p(x, E) ~ È 5 < aD; alr, Y, Dies 


=0tal+j=é € 
(2) # ax, D) EOp(CS"(0)) HEHH, NÉS 
F a*(x, D) € Op(CS"(0)) 且 有 浙 近 展开 式 : i 
atla ~ 2) >， ODE, £); 


| k=0 |aj+j=4 Č 

. G) # als, D) € OpCCS7A)), be, D) cop(csn(o)) 部 
“是 容 当 支 的 , 则 它们 的 复合 算 子 cl, D) € Op(CS" M (0)) HA 
渐 近 展开 式 


UED D ~ © 2 gG DDUG D. 
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本 眉 我 们 应 用 前 述 理论 来 研究 拟 微分 算 于 的 某 些 进 一 步 的 性 
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质 ， 首 先 介绍 它 的 核 的 性 质 . : | 

定理 27 设 afr,y,8) € 55,68, (0), 0 KB <pE 1, à < 
1 并 用 Kx, y) 表示 祖 应 的 拟 微分 算 子 ale, y. D) 的 核 ， 

(1) 若 m+tnti<0, 7 为 非 负 整数 ， 则 Kx, y) 20 5 
连续 可 微 函 数 ,特别 当 m = — o h,K eE C*(Q Xx 0); : 

(2) 若 记 和 二 C(x, x); xe 0}, WA KG, EC 9 x 
CNA) 

EUR AE. 

”线性 微分 算 子 的 重要 人 竹 质 之 一 是 它 具 有 局 部 性 ,如 若 p(x,D)》 
为 一 线性 微分 算 子 , 则 有 
supp pz， 也 )x Z supp #. 

所 微分 算 子 不 再 上 其 有 这 一 人 性质 但是， RSA ERER NUE 
的 局 部 性 一 一 拟 局 部 性 。 - 

定义 2.3 设 xE 纺 (9)，x HSE DU PA HSE 
A. + € 0 组 成 的 集合 ,这 点 不 存在 开 邻 域 U Cu, SH « EU 
上 的 限制 是 C” 阔 数 。 分 布 = 的 奇异 支 集 记 为 singsuppe. 
”定理 2.8( 拟 局 部 性 ) 若 olx,§) E520),8 < 1,0 > 0, A 
对 “e 4 (0), À DEN 


singsupp a(x, Du € singsupp u. (2.20) 
UEA, ' , E | 
注 HA MEDA TE RE MAUR 
~ WF(alx, D)u) © WF), (2.21) 


a W F (x) 表示 分 布 # 的 波 前 集 ,详细 可 参看 LQCL] 或 LCP1] 


dè y 


E 29 设 ekg3S3s9)，0 委 5<p 扫 1, 则 下 列 了 四 个 条 件 

0) 存在 恰当 支 拟 微 分 算 子 blæ, D) EOp(S5%), 使 得 olx， 
D)é(x, D) — 1 € Op(S-) ,此 处 工 为 象征 为 1 的 恒 等 算 子 ; 

(2) 存在 恰当 支 所 微分 算 子 blr, D) e Op(s25), E blr, 
Da(x, D) — I € Op(S™); 
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(3) 存在 bles E) ESTIO), HER aCe, 5)6(x, 日 一 1e 
sz4" 20); 
(4) 存在 常数 C> 05 R > 0, 使 得 
| la(s, ÐI CIEI”, MIE >R Bh (222) 
证 明 车 (1) 成 立 , 则 由 定理 2.5 TA 


rl = DE role, DDC, E) — 1€5-(0)., 


由 此 可 得 
olx, Ebr, E) = L= rla NML D z akala, E)D'b(k, E). 
ialt g 


AOR. AE) 3). 
HOREL KAA R> 0, 使 
lalx, Ss 引 一 1| <1/2, MIE >R 时 。 
因而 有 . 


Le FaG, ae DIS < ja(x， picie”, “ië > R 时 


这 就 证 明了 (3) 二 (4 
再 证 (3) > (2》。 由 定理 22 知 ， 有 分 别 以 alr, E) 和 bx, 6) 
为 象征 的 恰当 支 拟 微分 算 子 e, D) 和 bl, D). & 
r(x, D) 一 blr, Dax, D), 
则 r(x, D) 为 耸 当 支 且 由 (3) 知 rz EE Si (0), He 

bex, D) = rx, D)e, D), k—0,1,-.., 
于 是 bar, De SGO), A 

bls, Dax, D) == r(x, D}tb(x, Dax, D) 

= r(x, o — rx, DPY, 


由 定理 1.3， 知 存在 象征 PC. D~ Å nc. 5, FERH 
" DD (s(x,D) 一 She, D} oC, D) 
; - ; jc 


— r(x, D), 
由 定理 2.5, 知 上 式 右 端的 算 子 属于 OpCS "5K2))。 由 入 的 任 


. SQ a 


' 意 狂 知 BC, Djox, D) 一 Te Op 2))， 辐 至 可 证 《3) > 
| CL). 
-O BAR = G). 用 alr, EXE”, bC, EKE” 分 别 代 
Bab, 即 可 将 m à 0 化 为 m= 0 的 情形 来 证 明 . 

设 当 m = 0 时 (4) 成 立 ， 选取 p(8)E CR), EA [sl 
之 2R 时 有 p=l,MUlEl KR HE p=0. & 

l ble, E) = p(E)/a(x, E), 
则 be S33 HE 

oz, F)bCx, ED — 1 = p(E) — 1, 

这 是 比 (3) 更 强 的 结论 证 毕 ， 
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现在 我 们 来 看 拟 微分 算 子 左 坐 标 变换 之 下 发 生 什 么 变化 。 设 
9, 和 9, 是 R” 中 两 个 区 域 而 中 : 台 0, 是 一 个 微分 同 有 凸 ， 若 
A = alz, D) E Op(52,(0,)), HIER LI 41, 4 是 C?a) 一 
cl) 连续 的 ， 令 | 
Žu = A(uopopt, (2.23) 
则 4 是 C5《Q,) -> C°(Q,) 连续 的 。 进一步 地 ， 我 们 有 如 下 的 
定理 2.10 # 4e Op(52,(0)) 为 给 当 支 的 ,p > + 且 e+ 
8> 1,0 4e Op(s7,(0,)) 且 它 的 象征 ad 有 渐 近 展开 式 
alp) D + D F Pala, EDE, pE, (2.24) 
其 中 
Pale E) 一 DY exp Cilp — ple) 一 下 (fy — r), EY) hya 
(2.25) 
是 二 的 次 数 不 超 过 |e172 的 多 项 式 且 有 dx, D = 1, 
证 明 ic Ps 一 ps 二 ply), 按 定义 有 


HS ff e etnia, p le), EJulp le) dr dE 
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= [Í errno nalo (a), uy) der gi) dy 226 
按 积分 公式 
PO — pn = py 一 2 — #4 Ce —»). 


令 Olr, I) = | PO — 16 r)a, FER Da) = mi. 


RU PAWDE, p PR DC, y) EHAR r = y 的 一 

个 邻 域 中 有 定义 光滑 孔 行列 式 恒 不 为 去. 记 Plr, y) = Pler, 

人 ， 由 (2.26) 便 得 

Aux) 一 ji ee Ea p (x), EJulydet Cgi ly) ydyäë 
i (2.27) 

= È etall), Pe, DDE, u(y, 


其 中 Dle, y) = detpi(y)det®, Cr, 7) 因为 算 子 4 为 恰当 支 , 改 
À 也 是 恰当 支 的 。 而 DCx, y) 在 对 角 线 x 一 》 的 某 邻 域 中 有 
定义 ， 改 我 们 可 以 假定 在 此 邻 域 之 外 aix), Ple, VH 为 
F. 事实 上 作 此 假定 至 多 产生 一 项 Op(S 7) 的 误差 ,对 定理 的 论 
证 毫 无 影响 ,由 (2.27) 可 见 , 算 子 和 的 振 旺 为 
PCr, y, E) = aCp lx), Bx, y)£)det piCy)det Dle, y). (2.28) 
按 链 锁 规 则 求 导 可 以 验证 

plx,y, DE Pose C Où) (2.29) 
其 中 6 一 max{5, 1 一 pls 8&=1]1— p, 由 关于 e 和 8 的 假设 知 
8 一 8，5 < p， 于 是 由 定理 2.3 便 知 AE Op(s5,(@)) LER 
象征 a(x, E) 有 渐 近 展开 式 


Ees D + D zy PPDEG y, D lyme 


=5 二 ap, x) > pC CIN ED Cp (x), E (2.30) 


只 要 在 (2.30) 中 将 x 改写 为 plx), 将 px) 改写 为 *, 则 (2.30) 
到 县 有 (2.24) 的 形式 ,于 是 余下 的 问题 是 证 了 明 (2.25)。 但 由 《2.28) 
与 (2.30) 看 出 ，g(x, 仅 与 坐标 变 热 有 关 而 与 拟 微分 算 子 4 无 
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关 。 故 可 设 4 为 微分 算 子 来 计算 dx, E) 并 得 知 (2.25) 成 立 , 证 
HE, | 

在 定义 2.2 中 我 们 给 出 了 经 典 拟 微 分 算 子 的 主 象 征 的 定义 .对 
于 一 般 的 撕 微 分 算 子 ax, D)& Op(S%s(98)), 在 1 一 p 所 5 < 
e 时 ,我 们 定义 它 的 主 象征 是 等 价 类 32s87713852 0). 或 把 
这 个 等 价 类 中 的 任 一 元 素 都 称 为 ex, D》 的 主 象 征 。 由 《2.21) 可 
见 , 若 4e Opr) ÉIERAIEX ax, E), W 4 € Op(s7,:(Q:)) 
的 主 象征 为 alp) ‘p'(())8), BREH, EXÆRWAE 
的 主 象征 在 坐标 变换 之 下 是 不 变 的 ( 详 见 [CP1])。 


$ 3. 所 微分 算 子 的 有 界 性 


从 本 节 开 始 ,我 们 的 讨论 是 对 R* 上 的 所 微分 算 子 进行 的 . 关 
于 这 类 氟 微 分 算 子 所 得 到 的 一 系列 的 结果 ， 稍 加 修改 就 可 以 扳 到 
$ 1 所 定义 的 9 上 的 拟 微 分 算 于 上 去 。 l 


3.1 R° 上 的 所 微分 算 子 


这 里 所 说 的 RP 上 的 拟 微 分 算 子 ， 其 象征 并 不 是 定义 1.1 中 
2 =R 的 情形 , 而 是 要 求 估计 式 《1.4) 中 常数 C 与 到 无 关 ， 即 
(1.4) 关 于 ER” 一 致 成 立 。 但 在 不 致 温 湛 的 情况 下 ， 为 简单 起 
见 , 我 们 将 使 用 与 定义 1.1 相同 的 记号 ,具体 地 说 ,我 们 有 

定义 31 Z 0<8, <1, 而 MER. # alr, DE C°CR* 
XR) HAEE o, p, BETERE Co 使 估计 式 

Jaiga, 5)| < Capg)” (3.1) 

成 立 , 则 称 oz, E) Amr, Co, 0) WORIEHEH s(x, E)E 
SFs. 

使 (3.1) 式 成 立 的 最 小 常数 Ca 定义 为 So 的 半 模 ， TE 
Sa 为 Fréchet 230), 


R 520) 的 情形 一 样 ,我 们 记 S = 门 She S” = 97o. 类 


+ 5: 


似 地 可 以 定义 振幅 类 Sans 
可 以 验证 ,对 于 这 样 的 象征 和 振幅 所 对 应 的 Re 上 的 拟 微分 算 
子 ,$1 中 的 定理 1.1 一 1.4 和 $2 中 的 定理 2.3 一 2. 9 都 仍然 成 芯 , 今 今 
后 ,我 们 将 不 加 证 明 地 加 以 使 用 . 
MSI # 0655, 且 we S57CR")， 则 (1.5) 所 定义 的 函数 
alz, Dhue S 且 双 线性 映射 《a， uale, Dyu 是 连续 的 . 
由 此 可 见 ,对 于 R 上 的 拟 微分 算 子 而 言 ,两 个 算 子 a, D) 
EDp(S25) 与 6(x,D)e OP(S35) 总 是 可 以 复合 的 且 复 合算 子 仍 
是 9 一 9 连续 的 ,而 不 必 象 0 上 的 所 微分 算 子 闭 样 ,必须 要 求 
二 者 之 中 至 少 有 一 个 是 恰当 支 的 . 


3.2 LERE O 


,本 有 段 我 们 先 给 出 一 般 的 L? 有 界 性 ,并 由 它 推出 A 有 界 性 ， 
然后 证 明 精 细 的 L' SRE. 
为 证 L 有 界 性 ,我 们 先 来 证 明 经 典 的 Schur 5%. 
引 理 3.1 # K(x, Æ RXR 上 的 连续 函数 且 有 


sup | IKC, laz < M, sup| iK, Did < M, G2) 


则 以 KG,» 为 核 的 积分 算 子 L 有 界 且 范 数 小 于 或 等 于 M. 
证 明 由 Schwarz FER, 有 


[Ku G) [i< [IRC I)IO) Pay (IKC, Die 


M È IKC, 39112) Far. 
两 端 对 * 积分 , 便 得 
IKu < M || KCE ?ec aya < Mali. 


证 毕 . . 
定理 3.2 # alx, 6)€ 8 ， 则 相应 的 拟 微分 算 子 alx, D) 是 
L? 有 界 的 ?. 
D 这 里 所 说 的 5? 有罪; 是 祖 拟 微分 算 子 可 以 扩张 为 L'HEBSMERAEET, 
9 .54 o 


证 明 E aE) EST 这 时 由 定理 3.7 AEF aCe, D) 
之 核 Key) 连续 是 有 
IRC, DI < (late, Dla < C. G3.3) 


对 任意 重 指标 ,分 都 积分 有 
Ce — IK Ce, Y) = Ca — yY | eeelz, EYA 


= pi È oreta, EYA, 


A an(s, EJE Sni AA 
[Cz =~ yYYFK C2, | SC. | (3.4) 
由 (3.3) 和 (3.4) 得 到 
O+ jey y KG,» <C. 
由 此 可 见 , 核 K(x，y) 满足 引 理 3.1 HJÆ4F, A alx, D) 是 
L 有 界 的 . 
下 面 我 们 用 归纳 法 来 证 朋 : 车 aes, kai, 则 算 子 
a(x, D) 是 L 有 界 的 、 为 此 ,注意 | 
ax, Dw = Cale, Dhu, alx, Du) = (bCa, Du, u), 
其 中 ble, D) = a*(x,D)alx,D)E OpS*, HAAAT blx, D) 
为 L 有 界 , 则 有 
alx, Dali < èle, Daloflo < Chiall. 
这 就 说 明 , 从 Op《5*) 算 子 的 L 有 界 性 可 推 知 OpC5*) 算 子 的 
L FRE. 据 此 由 前 段 证 明 便 知 ， 当 k < —(n + 1)/2, kS 
-Cn + 1)/4, kja Cr, DH L 有 界 ,从 而 可 推 知 , 当 大 和 一 1 
Hj, a(z, D) 为 LAR. à | 
最 后 , 设 a(x, E)E S, R M > 2supla(x, 8), FE M— 
lax, | > M/2, A O 
clx, E) = (M — lala, HPE S 
E cle, E> 0， 从 而 由 定理 2.5 A 
c*Cx, Dex, D) = M — a*(x, Dja(x, D) 二 rCry D), 
H rx, 5)& 5 !， 因 而 对 所 有 sE, 均 有 
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Tex, Djuli < M lulh + GC, Dyu, u) < Cili. 

因为 F 在 LR) 中 躺 密 ， 故 拟 微分 算 子 aa, D) 可 扩张 为 
LR) 上 上 的 有 界线 性 算 子 , 即 ax, D) 为 L* AR, 证 毕 

定理 3.3 若 ec(z*， 约 es， 则 对 每 个 实数 8$。 相 应 的 算 子 
ala, D) 都 是 由 H' 到 HT” ES. | 

证 明 对 任意 ve, HU EY 为 象征 的 所 微分 算 子 为 
ACD), H) * 一 4(D)we L, RER 2.5 A] 

Am(D}a(x, DJA Li Ops, 
故 由 定理 3.2 有 
lale, D)all,-, 一 Am Dyas, Dula 
= [AT 7CDa(x, D)AT(D)}vllo 

| < chlo = Clal. 
证 毕 . 

ATESAT L AECA HZR OE mR, P 
如 [Tal], [CM1], [MN1], [WL1] 等 ， 其 证 明 往 往 用 到 较 多 
的 调和 分 析 工 具 .。 下 面 我 们 就 来 介绍 Coifman 和 Meyer 的 结 
R. 为 此 ,我 们 先 由 第 一 章 定理 2.1 推出 如 下 的 

引 理 3.2 4€ Ca, m>m >00 , 则 存在 一 个 与 无 关 的 
常数 C > 0, 使 得 对 任何 R > 1， 都 可 分 解 s= etw, 使 "和 
DRE FAURE: 

(1) supp #(DCBa: 

Q) le ller < Calor; 

(3) (æl < CR rayon, 

_ 证明 不妨 设 R = x2Nt1, 此 处 关 为 第 一 章 (1.1) 中 所 取 的 常 
数 。 设 的 环形 分 解 为 # 一 Du, 令 


j=-! 


v= È m e= Dm, 


is-]l 


网 CD) 显然 记 立 。 按 第 一 章 定理 1.1, 我 们 有 
=» 56 ə» 


v(x) = | EPLE ACE)EE 


= am | GG" (x — y)july)dy, 


由 此 可 见 ,《2) 成 立 、 
令 
0, 3<N, 
ot 
His 12N, 
于 是 有 


和 zilzs < C2 一 ?malls|cms 
= C2-im . Dit ms?|| y || om | 
< C27m | Rullen, j > N, 
于 是 由 第 一 章 定理 2.2 及 23 即 知 (3) 成 立 ， 证 毕 . 
引 理 3.3 设 当 [El > Vr 时 ,elx,6) 一 0, 旦 对 所 有 se Re 
和 所 有 lol <m = [z] +1, a Bia(z. 昌 6 C” 且 范 数 不 大 


子 1。 则 对 任何 实数 mm >m > 0， 拟 微分 算 子 a, D) 是 由 
L 到 五 " 连续 的 . 
证 明 ” 按 第 一 章 定理 2.1, 作 e(x,5) 关于 z* 的 环形 分 解 


D = D bilx, ©. C3.5) 


于 是 有 | 
(1) ble, D 关于 * 的 谱 含 在 环 C; 中 ; 
(2》 存在 与 a, ?上 e R* 无 关 的 常数 C, 使 得 。 
O8 (x, DIE C2, 一 一 09ja| mu (36) 
利用 (3.5), 我 们 写 


COR | etale, DAGE - 
“2 L'ebiCe, DAGLE D g. (3.7) 
对 于 每 个 gp H Schwarz 不 等 式 有 
LEE 


AOI ii TED C, Dualyayasl 


a - | Ce — y) luly) Pay } Ce — y} 
x [| eese, sael dy 


“oz 5 Ca 


je FA “aie 


he 2 
x | eng bCa, as l'a. 


因为 blr, D 关于 点 的 支 集 含 在 球 BB 中 , 故 由 Parseval 等 式 
和 (3.6) 得 到 估计 式 2 
laol < C2 | Ce ~ yya lun) ay, 

两 边 对 * 积 分 便 得 ; 
Mesh < C27 "inlto, (3.8) 
其 中 常数 C 5 u, j EX. | | 

另 一 方面 ,又 有 

& 一 | eg(x)dx 
一 | Eily — E, EBACE) AE. 
其 中 Sil D À be E) 关于 x 的 Fourier 变换 ,因为 
Eila — Es E) = 0, 当 El >V n 或 3 一 Ci， 
故 知 本 
supp Bn C {ns AUD — V n € {nl + Ve} (39) 
按 第 一 章 定理 1.3, 由 (3.87 和 (3.9) 便 知 
lela, < Ciall. 证 毕 . 

定理 34 Rel MERA: HFA lal lel <m] + 

1, 有 
lafal, DiS 1, 
划算 子 elx, D) 是 L ARK, 
r 58 E 


CA RANON | 
| PoE- (3.10) 
其 中 2° 为 个 整数 集 Z 的 乘积 而 $e CCR) 0<6<I, E 
Miel > V2 时 pl&) =0, FER 

ale, Dyula) = F) | etale, DPE — AC 


Der | eittala, § + OPELGE NE + v) 18E 


= 5 cirg, (x), (3.11) 
其 中 
ex) 一 | etala, E)A, (E)4E, 


ax, E) = ax, E + v)p(E), (3.12) 
CE) 一 (EDR CE + v). 


显然 ，a,(*,£) 满足 引 理 3.3 ART m > m> S 有 


lg, < Ci£>les 
其 中 常数 C u, v EX. 由 此 及 (3.10),(3.12) 便 得 


hae, Dyuti = || 4, —») pas 


< (Da =E — vyr) D (E — oyag 
<c Sel <c Ta 


= CZ | EOE + o) Pae = Cul. 
推论 3.1 设 m > z/2. # ae, 5) 满足 条 件 : 对 所 有 lol 
Sms 均 有 zaa, ECH 且 模 不 超过 1, 则 算 子 a(x, D) 
是 L* ARD. | nn 
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引 理 3.4 设 拟 微 分 算 子 ele, D) 为 L? 有 界 , 又 设 7 为 任 
意 正 实数 且 5(x,5) = afre,r E), JU (x, D) 也 是 L ERE 
且 |5(r, DD = fax, D) 又 对 L” 有 界 性 也 有 同样 的 结论 . 
”证明 RELE 

blæ, Dhux) = | ersp(x, EJA EJE 
= | Cissalrr, rE)Q(E)4E 


i | ealy, n)à(rn)r'an. 
由 此 避 得 | 
lox, Dyula = | 


| etay, n)4Crn)r'anldy + r7 


< lele, DPI 1G) ran + 


= [ax DON < hall. 
这 意味 着 上 5(z, D) < lle. Z) 上 。 同 理 可 证 相反 的 不 等 式 成 立 . 
E L* 的 情形 ,我 们 有 


bæ, Dyula) = (fete, 6)uCy) dy 
= [| ein rx, r'E)uly)dyäë 


= ff es mg (re, n)u(rz)drdn, 
令 ole) un(e), 于 是 有 
blx, Dur `z) = a(x, D)v (x). 
故 有 | 
(Ce, Dhulee = llsCx, Dar + Die = llalx, Dhvllre 
S lalx, D}Hllollze = fax, D) ilule, 
即 lėle, D S lale, D)， 同 理 可 证 反 向 的 不 等 式 . 证 毕 ， 
”定理 3.5( 参 见 [CM1]) H0<e<1, MRTE ex, DE 


条 件 : 对 所 有 |cl ,16| <n = HESE 


+ 60 > 


' 


Jalie, S| < CCE IA Ie, 
,出 相 应 的 所 微分 算 于 a(x, D) 是 L A FA. 
证 明 使 用 第 一 章 定理 1.1 的 记号 将 eCx, 8) 分 解 为 


ie SD, (3.13) 
F2 


其 中 
olx, E) = ale, EYE), 
alx, E) = aCe, JPTE), j= 0, peer 
由 定理 3.4 知 a_,(x, D) 是 L' 有 界 的 ， 对 任意 非 负 整 数 + 
se, E) = 052 dix, 20€), (3.14) 
容易 验证 ,对 所 有 |a| ,18| S mn AE 
: LDC 8)! & C. 
取 Re LS 并 应 用 引 再 3.2 于 4, 可 以 到 实数 mmm > m> 
ni2 ,使 分 解 i 
glx, E) = 5x, 5) + ri E) (3.15) 
满足 下 列 条 件 : 
(1) 对 所 有 1c| Sn, (a, EJE c”: 且 模 不 超过 某 与 
Es 7 无关 的 常数 M 
| C2) 5x, 8) 的 谱 含 在 {n 13| < Ry) 中 ; 
(3) 对 所 有 laj Sm, x— ri (x, DEC" 且 模 不 超过 
M2 mn), LA M: 与 €, j EX. 
出 定理 34 及 其 推论 知 , 算 子 Kx, D) 和 rx, D) REL 
有 界 的 且 算 子 模 En 
NCx, DIS CM, llre, D] < CM2, 
8x8) = 32x, 27E), bila, E) = ria, 275E), (3.16) 
则 由 (3.14) 一 《3.16) 有 | 
aj(x, E) = lilr, E) + bilr, E). 《8.17) 
由 引 理 3.4 知 
rx, D = (lée, DD), lace, DY = Ilil, DY, 
véla 


de ee nier ann amant ha : - 


从 而 有 l 
> llb; Cx, D) S > CM,2/178Xm 03) < +, (3.18) 
另 一 方面 , 记 
ga) 一 | eale, DAE, 
当 ge Ci kf, z> eala, 5) 之 谱 售 在 
C? = {ns (一 100D2 雪 9 < k E 1070)2i} 
之 中 ， 从 而 gi(x》 之 谱 也 含 在 C? 之 中 。 注意 到 对 每 一 me R, 
包含 1 的 CX 的 个 数 均 不 超过 某 固定 整数 , 故 有 
| E al < c Kles € Diut, 
其 中 lE) = 4(GDX(E), AE 为 Ci 的 特征 函数 ,因而 有 
Dal <c Z| RO pd < ciné, 
imo i=0 t 
亦 即 有 | 
PEG D) | <C< +o, (3.19) 
由 (3.18) 与 (3.19) 即 得 
lex, DYS (e-l, D) + DALTOR D)i 


+ D2 dx, D)| < +0, 

证 毕 ， | 

EREM 3.5 中 的 条 件 0 <1 改 为 8 一 1 而 其 他 条 件 不 
动 ， 则 定理 的 结论 不 再 成 立 。 即 使 将 关于 象征 可 微 性 的 条 件 加 强 
到 无 穷 阶 , 即 要 求 ee 中 .， 也 仍然 无 济 于 事 。 为 说 明 这 一 点 ,我 
们 来 看 下 面 的 例子 (参见 [Chil]) 
”-. 例 1 设 

Pls, ~ ZX 7 emA(E E), 《3.20) 
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其 中 yE Rin] 一 3， 67 而 KEE CR ERO SG 所 
1 EF 
4 2< ll <4 ht, 
ai F M ja <1 R lal 25 ff 
注意 到 - 
E; = supp XC6TIE)C{E; 6s ël <5. 6j, jml, 2 


两 两 不 交 且 在 E; 上 有 n œ (E), ER plr, E)E Sia 
BAT pr, DLO 有 界 , 则 应 存在 常数 C ,使 
lex, Dyulo < Cijelo (3.21) 
对 所 有 we LR) RI. ARAR p tE pe C) Biele 
1, 然 后 令 


| 2. = Soe, o GD 
其 中 ahne., BA, GLO ANTIE ERRE, 所 以 
| lanl? 一 = Slat 6.23) 


BEX | 
POLICE j eps E)CEDEE 
= Te EME — ni YEE, 
因为 在 集合 {8; 4( — 0) 0) 上 有 XE) = LR. 
| ps, Du) = À pe) 
GEER 
ia i hi. 2 a . a DRE g 
lc, Dali = | 23 | ete K gl- 62 
将 (22373297 代 人 (3277, 人 有 
be 


R 太一 六 jm b=, j> 不 ,并 注意 (3.25) 中 的 常数 C 
Em,{b}er AR 由 (3 25) 侄 知 


Sirac 


À} — #7 mIRIT, 这 是 不 可 能 的 ， 这 就 证 明了 算 子 plx, D) 不可 能 
是 LARN. 

关于 湛 微 分 算 子 L? 有 蜡 性 的 结果 还 可 参 有 [Lil], WLI} 
等 

-关于 地 微分 算 子 还 可 以 讨论 其 L AR, C 。 有 界 性 等 ， a 
AKAS 【Holl1,[Q11[Ta1l,[ WL1],[Lil] #, 


3.3 Ghrding 不 等 式 

前 段 我 们 较为 详细 地 汗 论 了 拟 微分 算 子 的 L? 有 界 性 ， 其 证 
明基 于 对 算 子 的 倘 计 . .下 面 我 们 来 建立 另 一 种 单 边 知 计 , NI Gir- 
ding 不 等 式 . 它 是 偏 微分 方程 理论 中 的 重要 工具 之 一 ， 在 建立 
对 称 汉 曲 方程 的 能 量 积 分 和 推导 精 较 边 信 问题 的 先 验 估计 时 ， 都 
起 着 秆 要 的 作用 。 RW, L. Garding 对 微分 算 子 建立 了 这 个 不 
等 式 。 MA, A. P. Calderon. 和 A. Zvgmund 对 奇异 积分 算 子 
证 明了 同样 的 不 等 式 ， 在 拟 微分 算 子 出 现 之 后 ， 它 又 被 推广 到 拟 
微分 算 子 的 情形 . 

为 了 证 明 Gârding 不 等 式 ,我 们 先 证 

51835 # olx, ES, H Realx, 5) > C > 0, WEE 
一 个 算 子 BEOp(S), EE : 

Realx, D) — B*B E Op(S ™), 


其 中 Rea(z, D) = > (ax, D) + a*(x, D)), 
证 明 ”我们 以 渐 近 展开 的 形式 来 物 造 象征 
UER 5) ouf Ebr, ih 
即 归 纳 地 确定 ble DE Si, 首先 , 令 
box, E) = (Reala, EP), (3.26) 


s 4 s 


由 于 Realx, >C >O, ik hr, E) HE C EH, DA 
BES, REA 24 和 2.5 知 
Rea(x, D) — bf Cr, D)bix, D) 一 mmEObS-， 
现在 用 归纳 法 来 确定 六 。 设 渐 近 展开 式 中 的 前 十 1 项 bo 
z ,bk 已 经 得 到 县 有 . 
Reale, D) — (ba + + br) (Bo t eee t ba) 
: = ryp € OpCS ET), (3.27) 
让 我 们 来 求 ke s, 使 
Rea(%, D) = (bo + -+ be + bind Cot ee 
+ be + base) E rins (3.28) 
其 中 rar € OP(S AT), BAM EE (3.27), RATÉ 
TE + 6) Cbo + ee + be) E fen 
= bat -ee + ba) Co + ee + ba) + Cho + + + brp) brn 
| 十 balbat ce brun (3.29) 
将 (3.29) 中 凡是 阶 数 低 于 不 十 1 的 项 与 r+ 相 并 ,我 们 得 革 
bo Cx, D )BuCxs D) + bleal, Dbox, D) 
OO = feu — Fiar (3.30) 
其 中 rine OpCS ET), HC327) E fh = fens 所 以 Ten 的 
主 象 征 是 实 的 。 仅 考 塌 主 象征 时 ,《3.30) 化 为 
bobra + Brno = rat, 
可 见 , 取 bzs "a rx#1/280 即 满足 要 求 . Et. 
定理 3.6  a(r,s)e Se 且 存 在 常数 M>0 与 6 > 0,f# 
得 当 :5| > M 时 有 Reals, E) > CCE)" MIS AT ER 和 所 有 
“E F ,都 有 
Re(atx, D)u, u) > Colelia 一 Calli. - 
证 明 只 要 令 
alx, D) = A i(D)alx, D)A (D), 
便 可 将 问题 化 为 . 同一 0 的 情形 , 故 以 下 只 对 m = 0 的 情形 进行 
证 明 , 这 时 间 题 的 假设 是 s(x, EJES H 
Rea(r, D > Ê> 0, UE > M fl. 


因 alr, 9) 5， 所 以 存在 常数 人 ,使 得 对 所 有 的 〈z， DER" x 
R, SE 
N: lalx, Ð & C | 
取 非 负 函 数 pe) € CE(Ban), 使 得 在 Bu 上 有 e= ê+ 
Č. 于 是 pes E 
Reala, E) + p(E) > €, 对 所 有 EER, 

而 车 对 算 子 ox, D) + p(D) 证 明了 所 要 求 的 不 等 式 , 立 即便 得 

对 alx,D) 的 阿 样 不 等 式 , 改 不 妨 设 

Reafzy £) 之 C>0 
对 所 有 EER 成 立 . 令 
qx, E) = alz, &) — é/2, _ 

于 是 Reo'(x, E) > C12 >> 0, 将 引 理 3.5 应 用 于 象征 a(r, E) 知 
BE Op(5°), 使 得 . 

: Rea'(s, D) — B*B =S € Op(s*). 


因而 有 
Relax, Du, u) 一 py (u, u) 
= (Bu, Bu) + Re(Su, 4), 
由 此 立即 得 到 
ReCalx, D)u, u) > $ lu, u) + Re(Su, u) 
| > Cali cls, 
证 毕 , 


作为 本 节 的 结束 ,让 我 们 来 证 明 精 细 的 G3rding RER. 为 
此 ,我 们 引信 波 包 变 换 ( 参 见 [CF1]) 


Put, E) = eE {erp ly)dy, (331) 
它 的 共 儿 算 子 是 
WARCE) = c, | (Etereoa R a, pjérdt, (3.32) 


其 所 党 数 Ca 一 2 
引 理 36 由 (3.31) 给 出 的 波 包 变换 搬 是 由 XCR") 到 
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AA mm tm oe <、 ot de ui a. aa 
Tree der à mia ee ee 


LXR* x R") 的 有 界线 性 算 子 . 
证 明 因为 《3.31) 右 端的 积分 可 以 视 为 函数 ei Oil 与 
wz) 的 卷 积 ;所 以 在 (3.31) 两 端 关 于 取 Fourier 变换 ,可 得 
F onl WH) 一 c(2m)"6E) Me EE UE al D Cm), 
其 中 Fon ARRET x 的 Fourier 变换 。 于 是 有 
Walt = (Fs W N + (22)7° 


AOO 
= cL + +b), (3.33) 


其 中 | | 
n= || (E) "re ETE" | A(n) asa, 
1E-ml> CE) 


L= | 9 
od nS 


n= (| 
: l= yi 2 


下 面 分 别 进行 估计 。 

n< S cyan AP AG) léger < Cila. G3) 
而 对 于 5， 因 关于 专 的 积分 只 在 有 限 范围 上 进行 , 故 有 
| n < ff, q EVA Padeda < Clu, (8-35). 
为 估计 E， 注 意 此 时 有 E4 S Int & E4 A 


ni pla [et os 
< Calli. PEN 


将 (3.34) 一 (3.36) 代 人 (3.33) 即 能 得 欲 证 的 结果 证 毕 ， 
定理 3.7 设 ea(x:5)e 3” H aCe) > 0, 则 存在 常数 C, 使 
得 对 所 有 we S, 都 有 | 
Re(a(x, Du, u) > 一 Cixi。 
证 明 KDA m ~ 1, 于 是 只 须 证 明 
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Re(a(x, Dhu, u) > —C lluk, sE F. (3.37) 
利用 波 包 变换 (3.31) 与 (3.32), 我 们 有 
W awula) = |È eCe, y, wd 村， (3.38) 
其 中 | 
bLs, y, E) 一 C2)" | gets, 28. (3.39) 
容易 验证 blr, ?> E)E Slope。 于 是 由 定 H 2.3 知 W*aw € 
OPCS) 且 它 的 象征 有 渐 近 展开 式 
x De D E BLD ble, y, 上)| se, (3.40) 
RIRGIOMER 
elz, E) = bx, x, E) + >) 0y,De,6Cx, Yo Elle TF rlx, £), 
(3.41) 
其 中 r(x, £}e Suns EE 3.5 5, 算 子 rx, D) 是 L? AR 
KI 
记 
ex, E) 一 Oy,Ds,blx, > 二 7| =，。 
FC3.39)40 blr, ys E) 为 实 , 收 ei(x,5) AL. HSE 2.4 知 
eCe, D) RAHET eCe, D) 的 象征 fx, €) 有 渐 近 展开 式 


f(x, E) ~ D. -L Gps (x, E). 
8 Ê! 


据 此 可 将 方 写成 

f(x, E) 一 —e;Cx, E) + rile, E), £3.42) 
其 中 ri, E)E Siu A ra, DE AR. 于 是 由 (3.42) 得 
到 


Re(e;(x, Ds, 由 Lilet, Du, u) + Cer Cx, Du, #)] 
= + (Ce, DJu, u) 


» 68 v 


> —Clah . (343) 
现在 来 处 健 (3.41) 式 吉 端 第 ~- 项 。 直 (3.39 有 
bla, 2,8) ~ CE) | erbe ala — w, 5), 
其 中 Co cila)", 因为 
E, | (record = 1, 
| wa =0,j=1,...,# 

故 由 Taylor 公式 有 

r Cæ, E) & blax, x, E) — alx, E) 

= CE) | eet a(s — w, E) — afe, 8)1dw 


| PA 


= CALE) D L 


laja &! 
x f 《1 — 1)O%alx — tw, EJdtdw 
= Ça > Lf EKOE Eyy 
x |; 《1 一 0)6so(x 一 tw, EXE 'dtd(E) w) (3.44) 
因为 Orale, E)E 5', 故 知 六 (zs5)e S. BER 3.2 知 rC, D) 
也 是 L 有 界 的 ， 由 此 及 (3.38),(3.41) 有 
(W*aWu, u) = (a(x, Du, u) + (r” (x, Du, u) 
+ CG, D)u, w) + À Ces, Dyu, u), 
因为 | 
(W taWa, #) = (aWu, Wu) ÈD, 
故 由 《3.43) 及 r(x, D), r'(x, D) 的 L ARER 
Re(a(x, Du, u) 之 一 如 | 性， 
证 毕 , | 
该 个 定理 还 有 许多 不 同 的 证 明 方法 和 进一步 的 结果 ， 例 如 参 
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W [Tal] 中 Ch-VJ 和 [Hol] 中 § 17.1 和 § 22.3。 

注 1 E3? 的 条 件 e(x, E) > 0 可 以 减弱 为 Reala, £) 
20, AXE 24 知 

[aCx, D} + a*Cx, D)1/2 — (Res)(x, D) 
= r(x, D) € Ops"t, 

FRAME TF (Rea)(x, D) WHEA 3.7 即 可 。 

Æ2 ERIE anle, E) 的 定义 知 alr, E) 一 ax, Ẹ)E 
sm, FDL, 3.7 的 条 件 ex, 5) > 0 可 以 减弱 为 auls, E) 

之 0， 从 而 又 可 改 为 Reen(x, #5) 0, 


3.4 Friedrichs 5i 


现在 ， 我 们 来 研究 拟 微分 算 子 与 磨 光 算 子 的 交换 子 的 性 质 
首先 ， 我 们 介绍 磨 光 算 子 的 定义 及 其 性 质 。 WEAR jz)e 


C?(R"), 使 得 je = 1, 对 任意 6> 0, 4 
je (x) = 5 "j(x/e), 
对 于 函数 (或 分 布 ) w(x)， 我 们 定义 算 子 J WF: 


i Jasle) = jiw u(s), | (345) 
并 称 J。 为 麻 光 算 子 。 若 we 9 ， 则 由 (3.45) 可 得 
| TulE) = EENE) (346) 
和 | | 
Lux) = = | ej(es)a(s)as. G3.47) 


因为 对 图 定 的 s> 0，j(e#)e 57, 所 以 Kees, aie Je 
Op《S“)。 另 一 方面 ,又 因 
OF LiCeE)] = e (8F NCEE), 
所 以 (CE; 0 <e<1} S 中 的 有 界 集 ， 为 以 后 应 用 方便 起 
见 , 我 们 把 它 写 成 ; . 
引 理 3.7 设 J 是 由 (3. 45) 定 义 的 请 光 算 子 ， 
G) 对 和 任何 > 0, 2€ OKS); 


0 


(2) Uss0<e<1} 为 Op) 中 的 有 界 集 . 
利用 定理 3.3 ,我 们 可 以 得 到 算 子 J。 由 H 到 H° 空间 中 的 
有 界 性 .但 是 ,我 们 也 可 直接 证 明 而 得 到 

引 理 3.8 à J。 由 (3.45) 所 定义 ,6 之 0 
CD 对 任何 实数 和。, 算 子 JL. 都 是 由 H 列 H ERW: 
(2) 对 任意 se HRY, E H 出 有 

Ju—u, 4 8—0}, 
证 明 由 (3.46) 式 有 


CE PUCE e = EYEE EO, 
因为 ja&)e ,所 以 
Cy feu < Ce) {BCE (3.48) 

其 中 常数 C 与 有 关 但 与 x 无关， 由 此 见 知 (I) 成 立 . | 

由 j(x) 的 选 法 知 iO = 1， 所 以 对 任何 EER", 都 有 

im (88) =], 
同时 由 (3.48) 式 又 有 
ROAI OET OILOA 
其 中 常数 C 与 s 无 关于 是 由 控制 收 剑 定 理 便 得 
tim (89*| fC8) — 48) Pas | 

| = Keyim |GE) — DA er = 0, 
这 就 证 明了 (2)， 证 毕 ， 

对 于 拟 微 分 算 子 4€ Op”), HEP 3.3 MEI 3.7 知 对 任 
一 s > 0, 交 换 子 LA, IE Op(S-=), 昌 进一步 地 有 如 下 的 
定理 3.8 设 算 子 4 的 象征 ale, ÉD) Sm A ale, E) 关于 
有 紧 支 集 。 | 

(D {LA 71;0 <8 <1} % Op) 中 的 有 界 集 ; 

(2) 对 任意 的 we 严 (Ra) ,在 空间 Home 中 有 

LA, jz 一 0， 当 e—> 0 kj, 
证 明 ” 按 定义 与 (3.46), 我 们 有 
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Alula) = | etala, EX CEEE 


= {em fat = Es DIEDE GA49 
和 

JAute) = | eilen) | alë, DAJE (3.50) 
其 中 ACn, E) 为 o(z, E) 关于 x 的 Fourier 变换 ,由 (3.49) 和 
(3.50) 得 到 

LA, Ju) = |È eiee) — jen) abn — Es 8)ana(s) EL 


= [esp DADHE, (3:51) 
其 中 | 
pate, E) = | care —&, E) 
X f Vilen + ert — n))e(E — n)dtän 
~ 一 让 4 TS COS ~ E, 8) 

+ Vilen + Et(E — n)dan, (3.52) 
FH, HEC), ART PACA 8); ces 1} 为 Sm 1 中 的 有 
界 集 . 


首先 ,因为 0€, ， 故 对 任意 正 整数 和 和 任意 重 指标 “都 
成 立 估计 式 

3 Cas 对 所 zs 

| FICE) lgmenterce ml <| 有 ë i] 


Ciakes> MIE — nl < (61/2 时 . 
(3.53) 


特别 地 ,当知 — nl (51/2 时 有 
(EOE) rmsprerce-ml S CE), (3.54) 
其 中 常数 C。 与 s 无关。 
其 次 ,因为 sa(x;S)6 S” 且 关 于 z 有 紧 支 集 ; 故 对 任意 重 指标 
a, 8 都 有 估计 式 
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ffn — E) (Dia) Na — E, 8)| < C8)", 
从 而 对 任意 正 整 数 N, 有 
IDa) n — Es E)| & Cawl E) — EN, (3:55) 
将 (3.52) 右 端 的 积分 分 成 两 部 分 来 估计 。 利用 《3.53) 一 
(3.55), 取 (3.55) 中 的 N > n, 有 


| a | can (g, a) — E, E) 
v Pl A 
X sviley 十 ECE — n))än 
<| CE D"Cn — E) ME) an < CCE)", (3.56) 

JtÉ-n SIÈI? 

在 (3.55) 中 到 N>n+l, XE 
Paf ep, Gi EE) 
+ jiġ -i> 


X sviley + sz(é — n) )ën 
<c PEE CAC — E) Fan & CE)", (3.57) 
将 (3.56) 与 (3.57) 结 合 起 来 即 得 
PACA £)l < CE}, | 
其 中 常数 C 与 无关。 类 似 地 可 以 证 明 ,对 任意 a， 8， 存在 与 5 
EAAS Cu 使 得 
| S CE 
这 就 证 明了 {ps《x,5); 0 <e< 1} 为 S”… 中 的 有 界 集 . 
现在 我 们 来 证 明 (2)。 对 任意 wk 于 和 任意 5 > 0， 因 为 
C2(R") 在 HR) 中 稠密 , 故 存在 vE CP, lu — ol <8, R 
们 有 . 
MEd Fall un < HA, Jolvh, 0 + LA, JG — wat 
SA — vO on + Ar — Ja doll +, 
+ JUA, JIo — s)he. (3.58) 
让 前 段 证 明知 
LA Tl — Cie — ull < C6, (3.59) 
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其 中 常数 C, 与 无 关 。 由 引 理 3.8 知 当 e 充分 小 时 有 
| — oN E Cle 一 zl < Ciô, (2.60) 
7.40 — Avll sn € 6. (3.61) 
HF C3.58)A1CG3.59) ERIC). UE, 


S4 具 非 正则 象征 的 拟 微分 算 子 


非 正则 象征 省 的 是 关于 > 具有 较 少 可 微 性 或 不 可 微 的 象征 . 
随 荐 所 微分 算 子 理论 的 发 展 ， 自 非 正 则 象征 的 所 微分 算 子 也 逐步 
得 到 研究 和 应 用 。 在 仿 微 分 算 子 尘 论 中 , 岂 要 用 到 它 的 有 界 性 ,为 
此 ,本 节 就 来 讨论 这 一 类 算 子 。 

5 3 例 1 说 明 OGU) 类 筑 子 并 不 都 是 L* 有 界 的 ， 这 说 明 
(1。1) 型 的 算 子 类 是 个 “ 坏 ” 类 ， 但 这 类 算 子 也 有 各 种 有 界 性 结果 ， 
特别 是 在 仿 微分 算 子 理论 中 还 要 用 到 这 些 结果 ， 所 以 我 们 也 把 它 

放 到 本 字 来 讨论 ， 


4 具 非 正则 象征 的 所 微分 算 子 的 L? 有 界 性 


多 3. 说明, 部 使 象征 al D ARAR: 对 所 有 重 指标 。， 
都 有 估计 式 
ax, D < CE) (4-1). 
成 立 后 且 所 有 导数 Bs E) MER, REUMERT alr, 
DE 有 界 。 但 是 ,如 果 再 加 上 某 些 条 件 。 例 如 将 它 的 阶 降 低 或 将 
关于 = 的 连续 性 提高 , 则 可 得 到 相应 的 拟 微 分 算 子 的 L 有 界 性 . 
具体 地 说 ,如 果 在 要 求 (4.D 对 所 有 lc| < n = |Z] + 1 之 外 再 
要 求 ， 对 于 le| 志和 0 过 a 过 1, 估 计 式 
Die, E) — dx, 5) L Cle — sl" (42) 
成 立 , 则 可 证 明 算 子 o(x, D) L' 有 界 的 . 
”为 了 证 明 上 述 论断 ,我 们 先 来 证 明 一 个 象征 分 解 引 理 ， 
引 理 41 设 对 所 有 lol < n= | 二 | +1 和 0 过 og 之 1, 象 


e 74 


征 aCx,5》 满 足 条 件 (4.1) 和 C4.2), 则 对 任何 0 < 6 <1, #44 
解 | 
alx, E) 一 Cr €) + g(x, E)» 
使 ilr, E) WER: Hlal <a 和 所 有 8, 有 
ERCE, EJI < Caly IRA, (4.3) 


而 0x, E) 满足 条 件 : 对 所 有 jc| <m A 
(gx, ED < CS IT, __ (44) 


证 明 ete CB), 使 | pr)dr 一 1, 令 
la, E) = | pala — (ED y, Day 


= È PREC — ay, Dar + (EX, 4.9) 


直接 验证 可 知 (4.5) 给 出 的 2Cx, E) 满足 条 件 (4.3). 
下 面 证 明 4x, E) 一 alx, E) — (x, E) 满足 条 件 (4.4)。 由 
《4.5) 及 的 选 法 有 | 


Ces E) = | PRECE — ptet, E) — aly, E)1dy + CE, 
| (4.6) 
对 a D 求 导 ,我 人 有 | 


Opale, E) = {| 8EY — VEEN — yY 
X LaCx, 5) — aCy, 8)]dy 
+ (EEX — Lalas E) — aly, EXJdynd (E)E; 


+ | PREP — ID La, E) — duels, Idy KE 
= five Lale, E) — ala —(E) y, 6147 + SCENE 

+ (plate, E) — ale > (E) y, E)]dy > nÔCE)TE; 

+ | pW Lodz, E) — Orale — Ey, Eldy. (4.7) 
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注意 可 分 仅 在 球体 B 上 进行 , 故 由 (4.2) 知 

lalx, E) — alx — (6) y, EJI S Cly”, 

Oalx,€) 一 Brala — LEYE) CIE TE, 
由 此 及 (4.7) 可 知 (4.4) 对 lel = 1 成 立 。 类 似 地 可 证 (#4.4) 对 所 有 
la] Sn, BRL. EE. 

引 理 4.2 设 条 件 《4.1) 对 所 有 Teal Sa RA supp alx, E) 
C Be, R>0, WRRSATF alr, D) 是 L* 有 界 的 . 

ERA SA, MAR. 

ERAI 设 o> 0， 若 对 所 有 [lal <m 均 有 

Kg x, ES CCE) 7 Hi, (48) 

RABAT T 9(*,D) 是 L 有 界 的 . 

证 明 FSI 4.2 知 : 可 设 supp g(a DCR. 于 是 由 第 
一 章 定理 1.1 有 i 


gx, E) = 之 ale, JPC). 


ax, £) = g(x, E)pC27E), i= l, 2 
则 supp gx, 5) C C; 且 仍 然 满 足 (4.8)。 


既然 o > 0, 故 可 选取 e> 0, 使 6。 < min{a, 1/4m}, TÆ 
由 Schwarz 不 等 式 有 


gx, Du FP < Île = pie — pe 
x 上 engs, Dyas l'ay 
i |x — ya y) ea dy (4.9) 
对 于 《4.9) 右 端 第 一 个 了 积分 ,由 淮 广 的 Hilder 不 等 式 可 得 
fx 一 yite — y)" ji t (x, Sas| dy 
< ffiz 一 yl || evige, 4 ay} 


+ FH + 


(ea EJdè | a} 


和 {fix — pl 


. {fe _ yy |j gx, oasl'as) | (4.10) 


其 中 


1 一 1 一 出 +- + ela —3)> 0, 


u= n, ~ D — elan, —1}> 0, 
分 部 积分 并 由 (4.8) 可 得 下 列 估计 式 : 
{fix sf ge, azlan 
< C2-20- tn 
ffiz me M fj | ex Ag (x, pas l'ay” 


< C2 27m tta m 
ł 28 
dy} 


{hs = y) |f etas as 
paas Ci" ton 

其 中 常数 Co Co CHI 无关， 将 它们 代入 《4.10) 再 代入 

(4.9) ,我 们 得 到 

les Dyula) | < CT ja — yj — lu) rés, 


两 端 对 = 积分 即 得 
l;e, Dale < C2 Aul GA) 
其 中 常数 C 与 j 无关。 将 (4.11) 由 上 到 oo 求 和 ,我 们 得 到 


lleCx, Dale S DHEXEZ D Jujja 
1s1 . 


<C > 270l < Cl 


RE ALES 41 与 定理 3.5 结合 起 来 , 即 可 得 到 
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定理 42” 设 对 所 有 let <m = |2|+1 和 0 一 。<1, 象 
征 aCe, E) 满足 条 件 (4.17 和 (4.2), 则 相应 的 拟 徽 分 算 子 al, D) 


是 L' AAA. 
条 件 (4.2) 还 可 以 进一步 减弱 ,例如 见 LIMNI]。 


42 (LD 型 的 拟 微分 算 子 
$ 3 例 1 说明 OGS 类 算 子 不 都 是 L? 有 界 的 ， 现 在 ， 为 
了 适应 仿 微分 算 子 理论 的 需要 ,我 们 要 从 中 划分 出 一 个 好 的 子 类 ， 
使 其 中 的 算 子 都 是 L ERK. | 
定理 4.3 设 对 所 有 1c| <a = z] + 1, 象 征 ax, E) 满足 


条 件 (4.1) 且 它 关 于 = 的 Fourier 变换 a, €) 的 支 集 含 在 集合 
{G 8): Sell 0<e<1 (4.12) 
之 中 , 则 算 子 alr, D) 是 L 有 界 的 。 
证 明 ”使 用 第 一 章 定理 1.1 的 记号 将 o, 5) 分 解 为 


x 


alx, $) = >) ajx, E), (4.13) 


jm ~t 


其 中 

alx, E) = alx, Eb(E), 

aCe, §) = aCe, E)PCIIE), j= 0, 1 
由 引 理 4.2 知 算 子 aCe, D) 是 工 : 有 界 的 。 对 每 个 非 负 整 数 
FRA CAL), CADRE —È TETE 2.2 的 注 2 知 对 |e| < 和 和 
所 有 f: 均 有 

19581 a,Cx, §)| < CE) te, (4.14) 
& bles 5) = alar, 2 起 )， 则 由 C4.14) 知 对 |ai,181 <a, 
佑 证 式 
18468 6,(x, £)| SC, 
其 中 常数 C 与 ij 无 关 。 由 定理 3.4 知 算 子 5,(x, DE 有 界 ,从 而 
出 引 理 3.4 知 mkx; DL 有 界 且 其 算 子 异 与 1 无 关 ， 我 们 写 
787: 


1 A e, 


Cae, DYU) ~) = [at — Es DCE, 


因为 
supp pére) CC; = {£; UE El a2t}, 
supp &Cn es HCE, 7): in — èl <el£i}, 
所 以 有 
suppla;lx, Du] € Cf = {ns O — e)2 
< jal Lx + E)r}, 
不 难看 出 ,对 每 个 1ER, BAIA O 的 个 数 不 超 过 某 固定 的 
ERS, 故 可 象 定 理 3.5 的 证 明之 最 后 一 段 论证 一 样 地 完成 本 定 
理 的 证 明 。 证 毕 . 
RE Op《Si,,》 类 算 子 不 一 定 是 L AREA, 但 对 任何 S> 
0, 它 们 都 是 H 有 界 的 。 这 是 与 Op(s") 类 算 子 同样 的 性 质 ， 一 
般 地 ,我 们 有 如 下 的 结果 ， 
定理 44 设 alx, E) 对 所 有 8 和 lol Sm HEC, DER 
估计 和 式 
latBx, EJ < CE) tie, (4.15) 
则 对 和 任何 “> m, AF ake, D) 都 是 由 HN 到 Ho 有 界 的 。 
证 明 利用 第 一 章 定 理 1.1 将 象征 alr, E) 分 解 为 
alx, £) 一 5 REF Ẹ), 
其 中 
ax, E) =e alx, EE), 
aj(x, £) = alx, EP(2TIE), j= 0, 14 
积分 号 下 求 导 有 
does DJU) = | es + D, Ja Ge, DAC. 
一 般 地 ,对 重 指 标 #8， 有 
atale, Djula) = fesse + 8,)'a(x, EJAJ, (4.16) 


令 ax, E) = GE + 8, Val, 5 于 是 (4.16) 化 为 


e 79 + 


Paix, Djur) = a,5(x, Djula), (4.17) 
注意 supp ax, E) CCi， 故 由 (4.15) 可 知 | 
(aple, §)| < Carr 
对 所 有 8 Ale <a RAL. 再 令 bikr, E) = QC 2 ix, ZE), 则 

“由 上 式 又 有 


| lb Cx, EY| < Cog? 7H 80 (4.18) 
对 所 有 8 和 |e| <a, 成 立 ， 注 意 到 
supp PCR £) C C, (4.19) 


由 引 理 33 便 知 算 子 blr, D) © L ARE 
ll, DO < Coren, 
从 而 由 引 理 3.4 和 (4.17) 又 有 
lsoCx, DO = (lé, DY S Carto, (4.20) 
由 环 体 C 的 定义 知 存在 自然 数 N, E 
. CNC = Ø, 4 jkl >N 时 ,. 
所 以 有 


Bei(r,D)u(z) = {errsaslrs E) D) pa AE 
z FN 
= D) dar, Dax), (4.21) 
Een 


其 中 {wt} 为 “的 环形 分 解 。 出 (4.20) 与 (4.21) 得 到 
lasex, D)ullo < |3fa; le, D) S; Irall 


< Cp2Ëm tia) 5 cas (4.22) 
ki EN 


其 中 ex 为 # 之 环形 分 解 之 估计 式 中 的 常数 ,因而 有 Meles 
Claxll:,， 于 是 按 第 一 章 定理 1.4, 由 (4.22) 即 得 : 
lale, Dale, S Chulli 
证 毕 。 
RÉ, 我 们 来 建立 (1,1) FETE Hôlder 空间 上 的 连续 性 ， 
为 此 , 先 来 证 明 一 个 引 理 。 


引 理 4.3 设 aCe E) 关于 连续 而 关于 E 为 -m 次 连续 可 
BEWE | 
leo Hl LM, lel <a = [2] +1 
又 没有 + > 0， 使 supp ala, è) C 局。 则 相应 的 算 于 a(x,D) 是 


L” ARERR CM. 
证 明 ”由 定 义 出 发 可 得 


ial, Du(x)| = ifi er ale, EJuty)dyäë 


< lulaj. 14, 
其 中 46) 为 ale, E) AFER Fourier 变换 。 易 见 ， 只 须 证 
明 
14onre < cm, 
出 Schwarz 不 等 式 ,我 们 有 
jaw iay = [épi Ody 


<c{ Gare}, 
分 部 积分 并 应 用 Parseval 等 式 , 便 得 
jew < D {frac 


<c S 由 aas Dagh” 


< CM, 
证 毕 。 
定理 4.5 设 定理 4.4 的 条 件 成 立 , 则 对 任何 + > mw*， 相 应 的 
拟 微 分 算 子 ax, D) 是 由 CR*) 到 CCR) 连续 的 。 
证 明 使 用 定理 4.4 证 明 中 的 记号 ， 按 引 理 4.3， 由 (4.18) 与 
“4.19) 知 算 子 bC, D) 为 L° 有 界 且 
lex, BD) < Cpr, 


e # 


从 而 由 引 理 3.4 和 (4.17) 又 有 
[8saCz, DYI = lale, D] = YsCx, DH 
< Carmen, 
利用 关系 式 (4.21), 象 (4.22) 一 样 地 得 到 
lBsaCx, Dulles < lsa,Cx, DZ felze 
< Ce2imtit ue, 


于 是 由 第 ~- 章 定理 2.2 5 23 便 知 
lalz, Duler-" < Cluller, 


(4.23) 


(4.24) 


第 三 章 仿 R 


应 用 分 布 理论 处 理 非 线性 偏 微分 方程 的 各 种 问题 ， 首 先 巡 到 
的 困难 是 分 布 的 乘法 运算 ， 在 引信 仿 微分 算 子 以 便 用 来 处 理 非 线 
性 问题 时 ， 也 必须 先 解决 分 布 的 乘法 问题 . 这 促使 我 们 引信 仿 积 
HUBERT AVE RACE HD A ER. 

设 ax) € L™(R"), 或 进一步 地 设 a(x)€ CCR?) 或 HAR”)， 
又 设 “为 某 全 函数 空间 对 的 元 素 , 若 想 使 得 乘 以 a(xw) 之 后 , 仍 有 
eu€ M， 则 仅 对 少数 的 空间 才能 办 到 。 例 如 ， 对 于 偏 微分 方程 理 
论 中 最 常用 的 两 类 空间 C 和 H 而 言 , 这 一 要 求 也 不 是 总 能 办 
到 的 。 仿 积 的 概念 , 正 是 为 了 适应 这 一 要 求 而 引入 的 ， 

在 本 章 中 ,我 们 将 系统 地 介绍 仿 积 及 其 运算 规律 。 在 $1 中 
给 出 仿 积 的 两 种 定义 并 证 明 它 们 的 一 些 基本 性 质 。 $2 中 讲述 念 
积 的 运算 法 则 。 最 后 在 $ 3 中 概述 余 法 分 布 的 仿 积 运算 及 其 人 性 
hi. 


$1. 定义 及 其 基本 人 性质 


RATER FACE JM. Bony 引入 的 (参见 [Bo11), 
指导 思想 是 从 通常 的 乘积 ax 之 中 分 出 一 个 “主要 部 分 "， 记 为 
Ten。， 它 关于 为 线性 的 , 且 具 有 所 要 求 的 有 界 性 和 便于 运算 的 法 
则 , 而 误差 sw 一 Tox 或 wx 一 Tou 一 Tva 具有 较 高 的 光滑 性 . 

设 D(B,n) € COR X RADD 为 正 齐 零 次 函数 且 对 足够 小 


的 sz>>s>0 有 
1, 当 19| <elnl 时 ， 
CE ie pi 

又 设 sn) € CCR") HI ER> 08 


+ 83 o 


22 oe ana 00 di ee < ee 


GD 一 全 M ln SR PF 
MT, & nl >2R 时 ， 


令 
X(B, n) 一 由 (9 n}s(n), {1.1) 
显然 ,，X{6, EC”(R" x R”). 今后 我 们 称 XO, n) 为 仿 截 断 
NF, 
ENLI 设 aue Z 而 XE, n) 为 仿 截 断 因 子 ， 令 


= L XE — nn) ACE — nean (2) 
Aa RARE 
这 个 定义 是 积分 形式 的 ， 我 们 还 可 以 改 用 级 数 形式 的 表达 式 
来 定义 仿 积 并 将 证 明 两 种 定义 实质 上 是 一 致 的 . 
对 于 给 定 的 对 应 于 常数 < 的 环 体 序列 (Cha i Be 
U C, HAE k< hh B 一 10}， 则 可 选取 足够 大 的 正 
j=~1 


整数 N 和 适当 的 > *， 使 得 
Ca 十 号 ,-vCC， (1.3) 
其 中 {Ce 为 对 应 于 另 一 个 常数 的 环 体 序 列 。 
定义 12 设 el) ul) 的 环形 分 解 分 别 为 {as} M (u). 


令 

Tu 一 2 D pity» (14) 
称 Tu 为 由 对 zx 所 作 的 (级 数 形 式 的 ) 仿 积 ,并 也 称 Ta WWR 
EST, 


ARAE, RER RE LANTA m ARDERE 
XA (1.2) 与 仿 截 断 因子 X 的 选 法 有 关 ， 级 数 形式 的 定义 式 〈《1.4) 
与 环形 分 解 中 的 {x, p, N) 的 选 法 有 关 . 因此 ,只 有 在 说 明了 这 
些 因 素 对 仿 积 的 影响 都 是 手 实 质 性 的 之 后 ， 才 友 明 上 述 定义 有 确 
切 的 含意 ,应 用 时 才 可 羽 随 意 选 用 两 种 定义 之 一 采 使 用 . 
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为 了 换 切 刻 划 算 子 的 光滑 狂 质 ,我 们 引入 如 下 的 

-定义 1.3 如 果 对 于 所 有 实数 " 和:， 存 在 茶 实 数 p， 合算 于 
TE Co Ce RH He 有 界 的 , 则 称 算 子 工 是 2 正则 的 . 
ATTRA ITIL 

注意 ,在 这 个 定义 中 ,容许 p < 0， 这 时 算 子 了 起 着 降低 正 由 
性 的 作用 . 但 为 了 以 后 在 叙述 有 关 结 果 时 绕 一 起 见 ， 仍 称 之 为 
正则 的 . 

定理 1.1 设 o 和 s 为 任意 实数 。 

(1) Æ ae LORY, MAF Ts 是 C 和 于 有 界 的 , 且 有 
ITA Clelz=。 此 处 常数 C 与 ?或 * 有 关 ， 

(2) Æ a€ CRY), p <0, MAT Ts 是 ?正则 的 且 有 
ITA < Claller. 


G) Æ oc HR"), <5, WAF T, ni 正则 的 


E MTA < Cle. 
证 明 将 (1.4) 改写 为 


Tu D hoh D au. (1.5) 
a pia—N 
E (13) 知 
suppjs CC’. (1.6) 
另 一 方面 , 我 们 有 | pe N 
lelle & Sg-yrCoD llela., (17) 
{fslle < [Sg_wrCo) lie lielo. (1.8) 
因 se 工 ”， 故 由 第 一 章 引 理 41 知 
Saw le & Clades. (1.9) 
# (19) 分 别 代 入 (1.7) 和 (1.8)、 得 到 k 
liallee  Clalrelsoles, . (1.10) 
llfsllo < Clare hate lo. (1.11) 
E #&€ C"， 则 由 第 一 章 定理 2.1 知 
legle < Co27 "lle, (1.12) 
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# (1.10) 5 (1.12) 结合 起 来 ,得 到 . 
lieflee © Co27#alze tullee. (1:13) 


按 C* 的 特征 性 项 ,由 《1.6) 5 (1.13) 便 得 
Tulle & Collalzelrlle, (1.14) 


车 w& FH:、 则 由 第 一 章 定理 1.2 知 


I 
ele $ 2ce, g = 1, 0, 14e, SD AY < Colella 
` | 


- (115) 
将 CL.11) 5 (1.15) 结合 起 来 得 到 
1 和] S Close 2 see。 (1.16) 
按 第 一 章 定 理 L3, H (16) 5 (116) 便 得 
(Taml, < C ,lallrellall,. (1.17) 


由 《1.14) 与 《1.17) 可 见 ,定理 的 论 斯 (1) 成立， 
当 ce Cr(R”)，p 和 0， 按 定义 知 
So-N+iKe)]zs & Co2" aller, (1:18) 
# (1.18) RA 0.7 和 《1.8) #5 (112) 和 (1.15) 结合 起 来 , 便 
得 
Îfellze < Ca? acele, 
lfello < Co2 "r+ olallCe + cas 
电 此 及 (1.6) 即 得 估计 式 
Toul eote < Coplalelales, 
Tiel S Co,plallerllall.. 
这 就 证 明了 定理 的 论断 (2) 成 立 。 
it ace H'(R"), + 之 212， 则 由 推广 的 钳 入 定理 (第 一 章 定理 
2.4) 知 G) 成 立 。 证 毕 
由 Sobolev KA RATER 1.1 之 (1) 可 得 
推论 1.1 Æ ac H'(R”), :>an/2, WEY T, Æ C 和 
H 有 界 的 且 WTS Clai. 
下 面 我 们 要 来 估计 差 算 子 了 。 —T. 为 此 ， 先 估计 《1.47 式 
NEA MÈRES EE. 
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ANRE (1.3) 成 立 的 正 整数 , > 是 其 一 正 整数 、 由 《1.4) Æ 
义 的 分 别 对 应 于 w 和 RN 十 2 的 仿 积 记 为 Tin 和 Tuu, DEZ 
记 为 


| 


ap) ue & Des. (1.19) 
prq—N—vtt 4 | 


引 理 1.1 设 算 子 5, 由 (1.19) 所 给 出 . 

《1) À ae CR”), W) 6 为 正则 的 ; 

(2) Æ ac HR”), Na 为 pa 正则 的 ， 

证 明 ”由 第 一 章 得 到 的 推广 的 懂 入 定理 知 (2) 是 (1) 的 直流 
推论 , 故 只 须 证 明 O). 

由 8e 的 定义 积 NN 所 满足 的 条 件 (1.3) 知 

suppés Ca. (1.20) 

已 知 ee CAR")， 当 ue CR) 或 se HR) 时 ,由 第 一 章 所 
述 C 与 H 的 特征 性 质 分 别 有 


4—N 


gallze & X; lasllee liuglze 
D=g=N—v+) 


< Cto aleluia, (1.21) 
4N 
ge S > delire ||tello 
p=9-N-v4]) 
< CTH jaler + cos (1.22) 


其 中 常数 C 与 9 无 关 ,而 D CS Clell RAR H° 和 C° 的 
特征 性 质 , 由 (1,19) 一 (1.22) 48 


8aulierte < Cllalleellsll co, 
lBouilstp & Cilialcellall,, 
这 就 是 说 , 算 子 5 是 ?正则 的 。 证 毕 。 
定理 12 设 和 : 为 任意 实数 . 
G) Æ ac CR), WAF T: — T: 是 ?正则 的 卫 名 ,一 
Ti C laler, 


. 7>» 


(2) 若 ac HR), MAF T,— T. 是 ne 正则 的 , 且 
(IT = TM < Ciel. 
证 明 T3. RAGE G). 利用 alw) 与 w(x) 的 环形 分 
解 , 将 (1,2) 改写 为 
Fae) =>, | X(E —n, nja (E — n)é(m)an, (1.23) 


Pen 


负 整 数 p,g， 按 定义 知 
supp C {nr 121 < ln] & #27}, 
suppd, (E — n) C {n;e 72 < |E — nl & 6274}, 


PM D 2e, L E ee, 显然 ,只 要 à 足够 小 ， 这 一 点 是 可 
以 办 到 的 .于 是 由 伤 截断 因子 的 定义 式 (1.1) 可 知 ,在 suppd,(E— 
nur) 上 有 


— — 1, 当 Pgqg—N, 时 ， 
. XE — 9) P X p>a—N?# —1 时 。 
于 是 我 们 可 以 把 (1.23) 改写 为 


Ti = DE ole — telan TES 
b&l -N: 


其 中 oo | ap 
Ru = DOD | XO, n3), (1.24) 


4—Ni<p<a-N, 


Rue | cm4 (6, EO ST OLOLA (125) 
由 引 理 1.1 知 ,我 们 可 将 N, WAEN 1.2 中 的 N， 于 是 有 
Tau = Tiu + Riu + Riu. (1.26) 


因而 ,为 证 T,—T, 是 2 AS 只 须 分 别 证 明 R 和 R 都 是 2 
正则 的 就 行 了 ， 
FIH han) AI âp CO) 的 支 集 性 质 ,我 们 选取 r Cept) € SR’ X 


A h 0 qe mt M ln MA mn Guns ce u due ciel panne die eue ue à ca à 


R"), 使 得 (0, n) € CECR" X R") 月 有 
PCO, n) = XCO, n), YG £2 Ne 101, [nl & 26. 
因为 X(9, n) BERERE KA 6127 € 2-40|, 2%|nl< 
2x 时 ， 
#(2770, 2727) = XC27, 2747) = (8, n). 
于 是 (129) 可 改写 为 
Ru DD [ferms(-0, 2-0m)4,C0) day) a0a 


pipea, 
一 之 fas 
Eh fe TSR | 
h= 5 ij rs, Dale — 2-4) wax — 2 i)dsés. 


4-Ni<p<a-N; 
因为 rls) E SRX RCL X R) 是 与 9,4 无 关 的 函 
数 , 故 当 ok C’, ne C” € H' 时 可 分 别 得 到 估计 式 
Halle & C27 alee ualle < C274 allerl ller, 
llfsllo < C27%rllalleelsall C2 Halle + ce, 


其 中 D i< Cli 5H M 的 选 法 知 


supple cC}. 
于 是 由 第 一 章 定理 2.2 与 1.3 便 知 算 子 R 是 ?正则 的 且 IRIS 
Clcllc. 

下 面 我 们 来 证 明 R 也 是 。 正则 的 。 实 际 上 我 们 将 证 明 更 强 
的 结论 , 即 Re 是 无 穷 正则 的 。 由 《1.25) 知 R 可 以 视 为 氢 微分 
算 子 
Ras) ~ | eple, MAGA, 
其 中 

plesn) 一 | e02(0, m4:(6)488 (2m), 


其 中 由 是 第 -一 章 定 理 LI 中 给 定 的话 数 。 注意 上 式 被 积 函数 关于 
| we 


T DAs t dda taata on mnt dns eme donne memes 0 


ORKE PC mn) KF ERLE ,所 以 有 Paes”, 
从 而 由 第 二 章 定理 4.4 和 4.5 便 知 R 是 无 穷人 正则 的 。 证 毕 ， 

注 ”用 类 似 的 方法 可 证 , 当 ae LORY 时 , T,—T!, 是 0 正 
RET. 

将 定理 L1 与 1.2 结合 起 来 ,可 得 

定理 1.3 设 T, 是 由 《1.2) 所 定义 的 仿 业 法 算 子 ， 

(1) 若 ac LOR") 或 ae CCR), o> 0, Hi] Ta 是 0 正 
JAY, HITS  Cilellre; 

(2) # a € CPR"), 0 <0, Mj T, 是 8 正则 的 ,有 TI 
C llall; 

G) À acH', 1> n2, W T, Æ 0 EWR, H WTS 
Clall,s 

(4) 若 ee HORY, WHEN e>0, AFT, 都 是 一 s 正 
则 的 ; | 

(5) 若 ace HR”), r<n/2, N) T, 是 ne EMA, E 


MTA < Cijele. 

51 1.1 说 明 , 算 子 T 虽然 依赖 于 正 整 数 六 的 选取 ,但 是 , 由 
和 的 两 个 不 同 值 所 引起 的 算 子 了 ' 的 差 是 EN. eo, 
误差 bu 具有 比 Tiu 高 的 光滑 性 。 由 于 T, 与 环形 分 解 中 的 
lepp) 无 关 而 T: 与 仿 截断 因子 % 无关, 所 以 有 如 下 的 

推论 12 it se C?(BR*) (或 H'(R°)), 

《1) 若 环 形 分 解 的 另 一 选 法 La, du, qx} 对 应 的 仿 乘法 算 子 
为 Tua, 则 Ti— Tu 为 Pp 正则 的 (或 2 — #/2 正则 的 ); 

《2) 车 另 一 个 仿 截 断 因子 xX, 所 对 应 的 仿 乘 法 算 子 为 Tus M 


T, 一 Tu 为 2 正则 的 (或 :一 全 正则 的 ). 
E 事实 上 ,我 们 还 可 以 有 更 一 般 的 结论 。 即 在 Tu 的 定义 


AR, 可 以 将 {a}, {ue} 换 成 任 一 满足 第 一 章 《1.97 式 或 (2.4) 
式 的 分 解 ,而 所 引起 的 误差 是 一 个 ? 止 则 算 子 ,这 一 事实 的 证 明 留 
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给 读者 。 

从 定理 1.1 一 1.3 及 推论 1.1 和 1.2 可 以 看 出 , 当 a€ C°, p>0 
或 a€EH', 1 > nj? 上 时， 由 两 种 定义 或 由 ,上 由， PN, X 的 不 同 
选 法 所 产生 的 各 种 误差 算 子 作用 于 * 所 得 的 值 , 均 具有 比 Tu 和 
Tsw 好 的 光滑 性 ， 由 于 在 应 用 时 ， 对 于 给 定 的 函数 往往 需要 着 重 
考虑 它 的 光 谓 性 较 差 之 处 ， 对 其 光滑 竹 较 差 部 分 的 分 析 常 常 是 问 
题 的 关键 或 困难 所 在 .例如 ， 当 我 们 用 一 个 函数 来 描述 波 的 传播 
时 、 波 阵 面 就 是 该 消 数 的 奇 性 曲面 ， 记 以 ， 与 拟 微 分 算 子 理论 相 
仿 , 我 们 在 仿 积 定义 中 ,路 去 具有 较 高 光滑 性 的 部 分 并 认为 这 样 做 
所 引起 的 误差 对 仿 积 造成 的 影响 是 非 实质 竹 的 。 从 这 种 意义 来 
讲 , 定 义 1.1 和 1.2 都 是 有 确切 含义 的 . 今后 ， 我 们 讨论 和 应 用 仿 
积 时 主要 就 a€ C’, 0> 0 MacH',1>n/2 的 情形 来 进行 。 

我 们 在 本 节 开 头 就 曾 提 及 、 定 义 仿 积 的 目的 是 要 用 它 来 近似 
地 代替 函数 的 乘积 .这 自然 要 求 估计 差 ax 一 Tu 或 者 az 一 Tu 一 
Te、 为 此 我 们 记 

rau) = au — T'u — T a 一 5 


a pag—N+l 
引 理 1.2 设 r(o, u) 由 《1.27) FAH. 
. A) 若 ee Cr(R7), ue CCR"), po+0o>0, 则 有 
lr Ca, aller & Claileelsles: 
(2) # ae Hi(BR”),， ne H'(R”), s+1>n/2, WE 
Ir Cas geg S Cllal.ilwll,: 


(3) Æ ac C'CR?), uE H'(R*), p +s > 0, WA 
Irla, thlsre < Clailerl #l,: 
(4) À ac HR"), se CR), 1+0> j2, WA 
frla, a) ert-er < Chall hello. 
证 明 将 (1.277) E 
rg, #) 一 >) fas 
4 


4+N—1 


4) “a. (1.27) 


其 中 


于 是 有 

suppfjs C Berne. (1.28) 
另 一 方面 , 当 uec 或 ueH 时 ,由 第 一 章 定理 12 CH 
征 性 质 有 | | 


17 


Hole <l D a). C2 le, (129) 


”9 一 中 + 上 


27 ca, (1.30) 


lls X a 
ig 一 对 于 1 


LI 


其 中 D oscle # aec., WE 


4+N-! 
| 2) a, || „a S C2" [aler, (1.31) 
人 一 Nd L 
车 acH, NAR HRA EEA ae CT, NME 
D adp < 62749 pa (32) 


按 第 一 章 定理 2.3 和 14, H (1.28)—(1.32) 便 知 引 理 的 论断 《17) 
一 《4) ART. 
将 定理 1.1 一 1.3 与 引 理 1.2 结合 起 来 ,我们 可 以 得 到 
定理 14 令 rla, u) = au — Tu — T.a, r (a, #4) = au— 
Ts, 
(1) 设 ae CCR”), p> 0 Fi ue C°(R?), 
(a) Æ o 20, HrCasw)liorre & Clalcellælless 
(b) 若 一 p <a <0, W lir Ca, m)llorte < Clalesltles; 
(0) À o= 0, M ir’ Ca, wiler- & Chalcis), 
C2) 设 ae HR"), 1> n/2, jū ue HR"). 
Ca) Æ s>n/2, W] irla, A) hitan S Cialis; 
(Cb) 若 一 +: 十 nf2 <s <n/2, Wj ir Casu) & Chal, 
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X lul; 
Ce) Ë s= n2, W) ir Caru) S Calle. 
这 个 定理 所 讨论 的 是 a 5u 属于 间 一 类 型 空间 的 情形 。 由 于 
后 面 的 需要 ,下 而 我 们 考虑 4 与 # 属 填 不 同类 型 空间 的 情形 。. 
定理 15 设 rla, u) 5 r (a,u) 如 定理 14 所 给 出 ， 
《1) 设 ac CCR"), p> 0, 而 # € H'(R°). 
(a) Æ 520, W irla, re & Cllalleellad),; 
《b) 若 一 p <s< 0, M ir Ca, Dros S Cllalleelinlls. 
(2) 设 a€ H'(R°), 17 n/2, 而 ue CR"), 
(a) À o> 0, W [r(e, 区 cr。 ~ < Cllall,llwller; 
《b) 若 一 z <a <LO Hjir Ca, Whore Ciel,x 


laler; ` 
C) a = 0, W Irla, wle- & PN 

证 明 由 引 理 1.2 知 只 须 对 (1)-(b) 。(2)-(b)，(c) AH 
BE, RA rla, u) 一 Te re, u), KRAJKY Tua 进行 估 
计 。 

将 (1.4) 改写 为 | | 

Ta 一 5 fe, Je = Z CLR (1.33) 
g PT 一 ` 
由 第 一 章 定 理 12 和 2.1 知 
elo & lialee X; Mello 


C2 Heoleolals + 2772, © (1.34) 
又 由 (1.3) 知 os 
suppis CC’, | (1.35) 
于 是 白 第 一 章 定理 1.3 便 知 

Tuellsrs-e < C latest. 
这 就 证 明了 《1)-tb). 

HF (1.33) 中 的 fas 由 Ce RAM ARE AIRE, 

我 们 有 


上 jls & lasle 全 lwillze 
DIN 


& Cresa lele D 27%, 
EN 


由 此 及 (1.35) 即 知 (2)-Cb)，(c) 成 立 ， 证 毕 . 
$ 2 仿 乘 法 算 子 的 运算 


本 节 我 们 来 建立 仿 乘法 算 子 的 基本 运算 法 则 ， 主 要 有 仿 乘 法 
THRESH. wh, BEURER TSERTE T 
` 以 及 仿 积 的 微分 法 与 取 迹 运算 等 。 * 

定理 2.1 设 a€ Ce(R°), be CCR), p>0, MWF 
ToT, 一 Ta 8 EWEA ÏITeoTs — Tall) & Challeléile, 

证 明 选取 两 个 使 (1,3) 成 立 的 正 整 数 AN, 由 定理 
1.2 有 | 

Tu = 5 v, + Ru, v, = D bles (2.1) 


p182 N; 
其 中 R 为 ?正则 的 且 supp, C. Hit 1. 2 知 分 型 对 应 于 环 
体 序 列 (C 和 {C4} 的 两 个 算 子 T, ZE 6e 正则 的 , 收 有 
ToTu 一 > D) apv, + Rv + T,oRu 


2 pré 


-5 >) D) abs, + Ru, (27) 


9 pl-N: pd —Ny 
其 中 ve Du, m R A Pe EX, Ru = Riv + T,oRu, 显 
然 ，R; 为 ?正则 的 且 有 RAS Clalcslèiler, 
男 一 方面 , 按 定义 1.2 和 定理 1.2, 可 以 将 Tan 写成 
Tot _ > 3; (ab) pta + Ru 


4 p&ł-N;=1 


一 >) (£ (27D )an bp) u, + Ru, (2.3) 
= Pups 
其 中 R 为 ?正则 的 且 [IR < Clheleeldle. HE N 之 后 , 选 
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取 适 当 的 A, (AM p gNr p< a —N, 时 有 
, PR 

pC2TIME) = 1, 24 EE supp(a, ba) 时 ， (2.4) 
然后 选取 N>N, 使 得 当 a>, AEAN 《或 Pag 
Pi < Pa 一 N.) 时 有 

PItME) = 0, M EE supp CG, 六 ) LE (2.5) 


十 是 有 
(Ta — Tool s)u = Hu + Riu — Ru, (2.6) 
其 中 
Hu= 2 D, (42 -+D)aopo)av， 
a pgr Ni 
R ?> 9 一 


由 (2.6) 可 见 ,为 证 定理 , 只 1 须 证 明 算 于 昌 是 正则 的 ， 且 满足 相 
应 的 估计 式 。 由 对 称 性 知 , 又 只 须 估 计算 子 


H'u = >; >, Apps (2.7) 


其 中 hpt 一 (pC2™ tM D) a bp He 
注意 到 (2.5), 我 们 可 以 将 (2.7) A A FERIR p< 
9 与 名 之 94， P> pN 两 部 分 : 


P12g- Nupips 


一 > 十 


b> ~Ne pr oyp an M>- Nipa pip i n> pN, 
D a E. 
-Ni<p: Lp RP PER pir par pi NN, 
从 而 可 号 出 
Ni: 


+ hp psn 一 fs, 二 > Basties (2.8) 


Pa 47 Nipt, 


其 中 
a 5 p277" Da, bp," 
CRC 
pa = D POND Jap bp, -ne | 
#29 


a 95e 


as iisa PP ep sr 


按 第 一 章 定理 2.2 有 
| 站 ze & € 之 leg sbo, lee 


< C7 "alerter es) 
和 | 
gui <C > lap Bp,ullie 
[dd 
< C2" %Pilallcellblles. (2.10) 
Pt ~ 
又 因 suppf,, CS Ba_n,， SUPPE ur Ban, » BT LA 
Pi PR , 
- suppfss CC,, suppgeetts C Eg. (2.11) 


按 第 一 章 定理 1.3 与 2.2, 由 (2.7) 一 《2.11) 便 知 算 子 H', 从 市 算 子 
He 正则 的 且 WEIS Clallclllc, IEE, | 
推论 21 设 FO) 是 一 个 多 项 式 ， 若 w(x) € CCR), 0 
(或 weEHCB")，r>> aji), W 
Flu) = Traut R, (2:12) 
其 中 ReCY(R') (或 REEP AR”). 
证 明 显然 ， 只 须 对 FC) = 和 《其 中 因为 正 整数 ) 的 情形 
PENER, 
设 EC’, p>0, Hm= 1f, 12) 显然 成 立 。 今 若 
m& k ij (2.12) ÈN m= k + 1 BER 1.4 有 
ut = u o u? = Tat + Taku + R,, (2.13) 
其 中 RE C”?。 按 归纳 假设 有 
ut = Tutu + R, 
其 中 Re C”, 将 此 代 人 (2.13) 并 利用 定理 2.1 便 有 
utt = TT ruku + RD) + Teut R, 
= Teutu +R, + TeRi + Tatu + R, 
= Tartu 十 R, 
其 中 R= R, + TIR, +R, €C”, E, 
RERE S 2.2 中 一 样 ,我 们 利用 关系 式 
(Tu, v) = (u, Tv), u, v € CBR’) 
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来 定义 T. EKAT Ti, NTHMET T? ,我 们 可 以 讨论 
CE H 类 空间 上 的 有 界 性 ， 但 却 不 能 讨论 它 在 C” 类 空间 上 的 
有 界 性 
定理 22 ig ae CR"). MHNA (ER, Te 的 共 恩 算 子 
T* 都 是 H 有 界 的 ， 算 子 7; 一 T? 是 H'Hte 有 界 的 , H 
HIT, — TAN < Cale’. | 
证 明 ELAR N, 满足 (1.3) 待定 。 对 于 #, 0 € CECR"), 
按 定义 有 
(TIu, v) = (u, Tav) 
= 之 >， >， | aax + (u, Ro}, … (2.14) 


”Pr 一 NI * 


(Tien is faut + (Ru), (2.15) 


BP p&a—Nos r 


SERRE R 都 是? 正则 的 且 IR, URIS Cale. 因为 
ete 一 | dE — n(n)dn, GA supp4,CC,, supp UC,, 


故 当 p < N M, suppose) 中 的 满足 关系 式 
2e (1 = P2) < JE] 27H02 + 1). 
选取 N, 充分 大 ,使得 12 Net >> 1/2, PE prise) 中 的 
5 满足 
ORY < El 26-24, 
又 因 suppå, CC, Hs 21772 4e 于 有 
| 
suppapv, (E)N supp£, (E) = % 
取 正 整数 N,。 使 得 2w Dan. 于 是 当 |g 一 ri >N; per 
Ne 时,(2.14) 与 (2.15) 中 相应 项 的 积分 值 为 0、 将 (2.14),(2.15) 
改写 成 | 
u, v) = > 2 >? f> “,āpp dx + (u, Rv), 


rN 


Tmn= > D 3 | Dads E Ruo, 


P >p r 
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将 两 式 相 减 并 略 去 含 p 正则 算 子 尺 与 R' 的 两 项 ,得 到 
[Tiw, v) — (Tan, v)| 


<D(D2 I+ X) 


qa<p+Nyr2piNs gmp+ Ny rcp4 Ny 


| U,8,0,dx 


N,  NatN) 


< > S > 有 | | gowy+spp+a| dx, (2.16) 


p vwN—N: vaN N., 


由 Schwarz 不 等 式 和 第 一 章 定理 1.2， 我 们 有 
[lasers ds < Naple- lurellolvosallo 


< Cllelloe + core， dyrus 
其 中 Heiles Ciel ldla < Chollo 将 此 代入 《2.16) 
并 利用 Cauchy 不 等 式 即 得 
ICT, 0) — (Tan, v)l < Clallel{c,Hlal{a, lle 
< Clalcl#llol.,. 


ICT? — Taha,  Clallelel,. 


由 此 即 得 


证 毕 。 
对 于 仿 积 。 我 们 也 有 类 似 于 向 积分 学 中 的 乘积 微分 法 的 向 分 
运算 法 则 . | 
定理 23 对 于 仿 积 ,微分 公式 
DCT au) = Toju + TaDju (2.17) 
成 立 。 更 一 般 地 ,有 如 下 的 Leibniz 公式 : 
DT) = D) —E Tor, D'u, 


TE 
atama 人 la 1 


证 明 我们 只 证 (2.17) 式 。 按 仿 积 定义 1.1 和 Fourier 变换 
的 性 质 , 我 们 有 


LDLT NE=; uE) 
= | EiXCE — n, MACE 一 7)4(r)an 
一 f XCE — na n)CE; — n;)4(E — n)A(n)àn 
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edamame tt. he i 


十 [He — qg, MACE — n)m4(n)än 
= (Toan) (E) + (TaD CE). 
EE, 
下 面 我 们 来 讨论 仿 乘法 算 子 与 磨 光 算 子 之 交换 子 的 性 质 。 设 
7。 是 第 二 章 《3.45) 式 所 给 出 的 磨 光 算 子 . 
定理 24 it acC), p> 1, EHR), W 
CY [Tes Jelu e HHR” 且 有 
MET, Jetel S Chul, (2.18) 
ACT, Je lale < Celuli, (2.19) 
其 中 常数 C 与 e,u 无 关 ; 
(2) 在 空间 HH 中 有 
[Ti Jolx~>0, 当 s&s 一 0 时 。 
证 明 ” 按 定义 1.2 有 
Tj.n = 2 So nCa)CJen)ss 


ITiu = J > S,-n(a)us, 


因为 
Jan HE) 一 PEREDA) = (Ju, DE), 
所 以 有 
Tadau 一 之 S,-n(a)lus. 
于 是 
LT, Jeju = F) LS-nCa) eue — Jal Sa-uCa)u,)] 


的 


= Die. (2.20) 
容易 验证 当 。 充分 小 时 
suppjs CC, + BnCCs, (2.21) 


BUG TE MA Taylor 公式 
LE : 


= feri (Es POOO ROT 


sep E 
x f VS, COC + Ca — HE ay. (2.22) 

因为 e—1>0, 所 以 ; 

18Sa -nLa)| = |S,-xCBa)| < Cale, vy = 1, ++, #, 
其 中 C 与 4 无 关 。 从 而 有 

中 ws -oo + Ke 一 Dax| < chaler, 
于 是 利用 第 一 章 定理 1.2 与 Schwaz 不 等 式 , 由 (2.22) 有 
li cetate [fa (ALI EX) mdy} aa 


< Celol | {fe | (a) 22 4) 


£ 
{fe {22| lo 
< Cell, |. 
两 端 开 方 得 
li < Cellalleolusils < Cellaller © 2-%e,, (2.23) 
其 中 Det Cult 按 第 一 章 定理 1.3， 由 (2.20)，(2.21) 和 
(2.23) 即 知 IT., LlueH°, HA 
HEFa, Jul, < Cellaierllel. 
这 就 证 明了 (2.19), 
对 (2.22) 微分 得 
ste = Jeon (552) 


€ E€ 


xf VSe-nla)ly + Ex — y))dru (ydy 


+ fe; (£ SowCOsa) xr ju Cyydy, (2.24) 
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象 上 面 一 样 地 可 以 证 明 
JOLT, Jalu < Calcul, » = 1 4。 
WA [Tse, Jeje e HH, BE 
WET Je Hillen < Chhalleellal. 
这 就 完成 了 (2.18) 的 证 明 . 

ETO) ZA AEM 3.8 一 洋 地 即 可 证 明 。 证 毕 ， 

注 在 定理 2.4 的 条 件 下 , 若 o> 2, 则 还 可 以 用 类 似 的 方法 
进一步 证 明 
LLT, 2,1, Jalu € H°*(R°), 
WELT, Zils foalit < C lulis 
HET, Jels J lui, Ce 
等 . 

由 第 一 章 推 广 的 嵌入 定理 知 


Hct, | 

故 当 ach, :> 二 十 1 时 ,a€ cr, ni 1， 从 而 有 

推论 2.2 # aeH', :> = + 1,4 EHR), MER 2.4 的 
结论 (1) 和 (2) 成 立 ， ; 

由 定理 1.2 知 , 当 ae Cr 时, 算 子 T。 一 了 。 是 2 正则 的 : 当 
“< 于 W, Te T 是 ie 正则 的 。 因 而 有 

推论 2.3 设 neH R’). 

(1) 若 a€Cr, o> t, MZ, lets & Cle; 

OH, > Z+ 则 NET, ws Cle. 


ERTA, ROXKMADRAIBRES. 但 只 限于 一 种 特 
殊 的 仿 积 。 设 ax) € CCR), 07 0, v(x')e CCR) (或 
《CR ))，wkoeC2zCR)， 昌 在 * 一 0 的 某 邻 域 中 取 值 为 1。 
我 们 定义 

Tav = T(x )oCzo))， (2.25) 
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其 中 r = Ge, een), Ce, zn) 一 +。 这 里 引 人 和 人 截断 函数 
w(xs) 是 为 了 使 vlr oled) PET C 或 H, 当 对 通常 的 连 
RER T x, 一 0 上 取 迹 时 , 乘 以 这 样 的 因子 olr) 后 再 取 
迹 ,其 值 当然 不 变 ， 由 下 面 的 讨论 可 知 ERRE, RAR 
因子 ole) 所 引起 的 误差 是 无 穷 正 则 的 . 由 于 仿 积 定义 本 来 就 
容许 有 这 样 的 误差 ,所 以 ,定义 式 《2.25) 是 有 确切 含义 的 . 
定理 25 设 ace CCR), p>0, v(r)e CRT) GR 
HR), WA 
Taol, = Tasya + Ro, (2.26) 
其 中 算 子 R 基 P 正则 的 ， 
证 明 “ 按 定义 有 
(Taw) p= = (TURE) | epo 
= D Spona la) apolo (2.27) 


其 中 
(oe) ao = | EPEE, 28) 
DAE AA MR PERRET CE MER », E E] < 2h 时 
HQE) = 1, FE (2.28) 式 可 改写 为 
Go) | eg) ED 
[age — 2y, Jol ya)dyas (229) 


其 中 由 和 下 都 是 第 一 章 定理 1.1 hA HRZ T p RR CE) À 
FE, RY Fourier A. FEAA j 1H, oP) 一 0。 故 
.由 Taylor 公式 知 对 于 任意 正 整 数 k BE 


We A RO — Dry )de. 


于 是 
| IPCE, —27ys) Cyn) dyu 
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= | POE, y )0(2 year. 
2 一 2 


| x È RO — Det y) dyne 
将 此 式 代 人 (2.29)， 得 到 


= p28", 0) 十 | pE, — 32)? 


(Bo)p1 no 一 上 Cs 十 rptgkz ), (2.30) 
其 中 
二 [一 DG 
s POPE, — yn) yt E2 ry) dE dy, 
= TETES a = ae (Bay) 
e ISo e) JPG Pyn )dy, (2.31) 
将 (2.30) FRA (2.27), 得 到 
Taj stai = 5 Sp-nri Ca) | sao CA 十 rav) 
= Tas mY + Re + Re, (2.32) 
其 中 


Rio => > LSp-w+i(a)| sm 一 Sp_NtiCo| 200) Pps 
? 

Rw 一 > Spont Ca)! «eur pt, 
8 


注意 ,在 (2.31) 中 。uke ER, des CR) 且 有 
上 So & cat, 14 we cr 时 ; 


lS»rsC5))o & C2, 当 ve H Ki, 
于 是 由 (2.31) 得 到 估计 式 
Irsoli & C2 eye, M y € C°; 
lrovllo & C2 Dot, . 当 veH’, 


由 万 的 任意 性 知 算 子 R ERSEN. 而 由 第 一 章 定 强 4.3 又 
AiR Æe 正则 的 。 从 而 由 (2.32) 知 定理 的 结论 对 Ts 成立， 再 
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由 定理 1.2 即 知 定理 的 结论 对 T, NN, DE. 

注 由 (2.30) 和 (2.31) 可 见 ， 若 在 (2.25) 式 中 将 截断 下 数 
olr) KR ox), M ro 从 而 Re 会 有 根 应 的 改变 , 记 
为 rv 和 Rio 既然 我 们 已 证 得 R 是 无 穷 正则 的 , 差 算 子 Rs 一 
当然 也 是 无 穷 正则 的 了 . 


§ 3. RER ERA 


本 节 概 述 余 活 型 函数 的 仿 积 所 特有 的 性 质 。 在 讨论 中 ， 我 们 
将 随意 选用 仿 积 的 两 种 定义 之 一 ， 而 不 再 考 蕊 二 者 之 闻 的 差别 ， 
这 里 、 我 们 将 利用 第 一 章 所 定义 的 余 法 型 洱 数 空间 CACY 和 
HICE), HRZ 了 一 {x ER”; n= 0} 的 情形 . 

引 理 3.1 设 ee CAE), 0> 0, k>1, 记 Ze nôn, 


则 有 | 
ZIT = Tzu + TAZiu + Rou, (3.1) 
其 中 R, 是 Co4 Cetek 和 Hot Het 有 界 的 
WA ” 按 定义 1.2 和 定理 2.3, 我 们 有 
xð, (TH) = xT, a + nT, t 


= 之 2184-01 (0: 0) 
+ 之 a(x Dk (Aruhe } 


4p+N 


了 zzt 之 S-n C2 Â n 0) ue » 


TZ) = X ah D) (0.0). 
将 它们 代入 《3. 1), 得 到 
Ru 一 之 {rS -nÂ 0) — S,-v+(x0,,8)}u, 
+ D) or{ Sorn CO 4) — xSpin lOr m)} 
= Riu K Riu, nd … “(3:2) 
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22 te ee ane UNE 2 A oo、 io Am nm à me ne à 


按 环形 分 解 的 作法 ,我 人 有 
fe == m$,-Nn(O,,08) De: S-na 0,8) 
一 | Ca, — YP N+ — y))O, ,aCy) dy + 27 Nt 


= [Ro — pe dy 2m, 
(3.3) 
记 ME) = EO PE), M WCE) ECT), E 
suppW(2 "EC By, 
于 是 可 得 估计 式 
folles < C2-9ejlellce。 (3.4) 
而 由 《1.3) 又 知 
suppa ECC, + B,C. (3.5)， 
按 第 一 章 定 理 1.3 和 2.2, 由 (3.3) 一 (3.5) 知 
Rue Cte, 当 Ww EC 时; 
Rene Hte, 4 yeH 时 。 
完全 平行 地 可 以 证 明 Riu 也 满足 (3.6), 故 Rew 亦 然 。 
对 《3.3) 微分 得 


2 x8.1 ORNE =s y))a (y)dy 


(3.6) 


= (ZE) E = y)Ja Gay 


+ | AG EC 一 396, Gra(y))dy 


= [CAGE pay 


+ | PL2 — y)) Za Cy)dy 
£ | PLTN — y))a (y)dy, (3.7) 


若 记 Zi 一 0,(i 二 2,…*,#)， 则 对 《3.3) 微分 又 有 
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Zen [CCE — YY) Za (dy came, 
2<Ki<r», (3.8) 
将 Zi 作用 于 《3.7) 和 (3.8) 右 端 诸 项 时 ， 也 有 类 似 的 结果 。 A 
上 时 ,对 重 指 标 a= Ca, e), {al <S ks 可 得 一 般 公 式 : 
m- SOEC) aree- 


+ ZEZ. aly)dy? Nt (3.9) 
显然 ;对 于 xwr*， 也 可 得 到 类 似 的 公式 : 
zu =D (7) 2 (Gp bee - 1) 
© ZE SZ 'u(y)dy + 28, (3.10) 
L lal S Hf, a€ Cat ue CU 和 nc H°t SAME Z'a € 
Cr, Lune Cr 和 Z'ueH', IR, AI (3.9) T (3.10), & (3.3) 
— (3.6) 一 样 地 可 以 证 明 对 于 Z"Riw 也 有 《3.6) RIM ZR 
亦 然 。 这 就 证 明了 算 子 R 是 Co 一 cotet 和 Hot Hte 有 
界 的 。 证 毕 ， | 

定理 3.1 ig aech, 9>0,4>0. 

(1) Æ uec, W Tone Cost: 

(2) Æ ucH', M] Tue Ht, 

证 明 用 归纳 疾 来 证 明 。 首先, 由 定理 1.3 知 , M4 = 0 时 定 
理 结 论 成 立 。 现 在 设 和 六 一 2 成立。 HEE e, jal 一 > 十 1， 记 
Zr 一 ZE, 其 中 lol =v, WZ% Zotter, Z, 中 之 一 。 由 定 
H 2.3 或 引 理 3.1, 我 们 有 

ZT#) = LT zu + TZw + Riou), (3.115 
其 中 Z= Z 了 时 ，Row 由 (3.2) 给 出 ; 当 Z = Z2 <ji<nE, 
Ru 一 0。 由 引 理 3.1 知 
Ru € Ctostt, W ye CH: 


Ra € Her, f 当 u € Her 
所 以 有 
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Ze (Ra) € CH, ne Co 
Z(Ra) EH +, À ue HPH, 
因为 ee C, ue CH 和 neY SBA Zae C?'”， 
Zue C? 和 Zu EH *， 所 以 , 按 妇 纳 假设 便 知 
Tzu, ToZu € C7, H € Ct hji 
Tat, TosZu e H, 4 ueH + 时 。 
H (3.11)— (3.13) 便 得 
Z(T,u) € C°, M ue CP: 
ZT) EH, 3 ae HY ff, 
这 就 证 明了 定理 的 结论 于 不 一 > 十 1 时 成 立 ， 证 毕 . 
定理 3.2 设 a, LEC, p> 0, k 20. it 
R =T oT, — Ta. (3.14) 
(1) 算 于 R 是 HA Htet 和 Co -> cek 有 界 的 ; 
(2) À jal <k, MÈMF [2°, R] 是 H — 于 
有 界 的 ， 
证 明 首先 用 归纳 法 证 明 《1)，、 当 名 二 0 时 , 就 是 定理 2.1, 
现在 设 《1) Xi k =v 成立 ， 当 太一 vy 十 1 时 ,由 引 理 3.1 或 定 
理 2.3 有 
ZRu = RZu + (Too Ty — Tiwu + (ToT zs— Tz) 
+ TooRyu + RoTyu — Ru, (3.15) 
其 中 后 三 项 中 的 Ron, RioTin 和 Reu 的 意义 与 《3.11) 中 的 
Ru HUF]. ASE 3.1 AEA 3.1 有 
To Ryu, RaoTou, Ruu € Cert 成 Hitortt, (3.16) 
另 一 方面 , 由 假设 知 Zo. Zbe Cr”, Zu €C 或 H, TEH 
归纳 假设 知 , 当 secet 时 ， 
RZu, (TaT, — Tiza), (TeoTz, — Taza )u € COto, 
(3.17) 


(3.12) 


(3.13) 


而 当 we Her 时 ， 
RZu, (TzsoT, Tiza), (TT 2 nn T.z)“ € ter, 
(3.18) 
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aki, 


将 (3.16) 一 (3.18) RA (3-15) 便 得 
ZRuE Coter, 4 ue CF 了 时; 
© ZRae Hte, 4 ue HP 时 
从 而 得 知 
Rue Cote, M ne Ct fs 
2 Ru € H'tertt, 24 sč H+ 时 。 
这 就 证 明了 (1 Fk = > 十 工时 成 立 ， 
再 证 (2)。 显 然 、 只 须 就 lol = 1 的 情形 给 出 证 明 。 这 时 由 
《3.15) 有 
EZ, Rlu 一 (Tanh Tz D + (ToT z = .25)# 
+ ToRiu + RoTpu — Rast, f 
HARRERA C2) RL. EE, —. 
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第 四 章 仿 微 分 算 子 
本 章 中 我 们 将 仿 积 的 概念 推广 到 仿 微分 算 子 ， 而 把 仿 积 视 为 
某 类 具 零 阶 象征 的 仿 微分 算 子 .与 仿 积 的 定义 一 样 , 仿 微分 算 予 地 
可 以 有 积分 形式 与 级 数 形式 两 种 定义 。 在 不 计 及 县 有 较 高 光滑 性 
的 项 的 差别 时 、 这 瑞 种 定义 是 一 和 至 的 。 在 引入 了 仿 微分 算 子 的 概 
念 以 后 ,我 们 即 着 手 于 建立 仿 微分 算 子 的 运算 法 则 及 有 关 的 估计 ， 
它 与 拟 微 分 算 子 的 一 套 运 算法 则 与 相应 的 估计 是 十 分 相似 的 。 . 


$ 1. 仿 微 分 算 子 的 定义 


我 们 先 引入 以 地 次 函 煞 为 象征 的 仿生 分 信子， 为 此 先 介绍 齐 
次 医 数 球 调和 分 解 的 几 个 结果 。 . 

设 8: 为 欧 氏 空间 R 中 的 单位 球面 和 为 :3 ,上 的 
Laplace-Beltrami 算 子 , 则 根据 椭圆 算 子 的 性 质 有 

引 理 1.1 存在 5"! 上 的 C° RAR {4}, CRE 

QD) {4} 形成 LS) 中 的 完全 标准 正 交 系 ; 

(2) E h AARRE Ah, = 4 且 当 y-* oo 
时 ,4, ~ Ci 对 某 个 正 数 M 成 立 。 

本 引 理 的 证 明 将 在 附录 中 给 出 , 亦 可 参见 【BGM1 ]. 

引 理 1.2 . 设 lE) E eR Om, 2 E A Of 
关于 上 为 C°, HIEN DUC, E) 关于 x 属 于 Co > 0), W 
有 球面 调和 分 解 | 


I E) = Sato): (1.1) 

式 中 ale) 为 52? ARG {astet 关于 r, hE mix, 

在 六 0 时 局 于 C 而 且 对 任意 N, [hlera 关于 ， 是 组 增 
"1997 


的 ， 
证 明 利用 引 理 1.1 的 (1), 构 造 {hC} A LX5* PR 
于 测度 do(w) 的 完全 标准 正 交 系 , 对 于 oes, H LER w) € 
LSD 知 , 它 可 以 有 分 解 
PKzo) > 8,(2)4,(w), . (1.2) 
其 中 


a,(x) = | ICx,ow)h,(a)do(sw), €1.3) 


~ 商 
函数 , 则 
Ia, E) = EG, 0) = Dabo) 1 


= 2e OLAGE 


HBI (1.1) 式 、 由 asla) 的 表示 式 (1.3) 易 知 它 为 . C 函数 ， 又 
ME A, D S°7 上 Laplace-Beltrami AFKE, WAER k> 
D, : 


Afla,(x) — a, (9) 1 一 fe [zao) — Ky, w) lath (w)do(w) 
= |, Cso) — Kyro) 1A Cajda) 


= f LARC, a) — AY, o) lku klojdelo), 
此 处 最 后 一 个 等 式 由 无 边 流 形 的 Green ARE. MT 
lasle < || n, ANG, oeda] 


$2—1 


x |] 1Co) loto] 


由 引 理 1.1 的 性 质 (2) 即 知 
| laler < Cd, WREN, (4) 
RL [elle 关于 WE, AHERN, W 


"10* 


Lo LR] 


?> 二 十 有 
2 


为 偶数 , 则 
aliens, < CHa sicsn = 
3 > + 
EC A Aiha 
i=Q 
$ 
2 
<c hiz, 
i=9 
改 有 


,heNcse—s) & Css (2.5) 
这 就 说 明 对 任意 N, läns, 关于 > 为 缓 增 的 。 
注 1 用 类 似 的 方法 可 证 ，lzzjz” 关于 » ERER 
注 2 E 必 x,5) 及 其 关于 二 的 导数 属于 HCR X RA 


op), s> m 则 在 分 解 式 《1.1) 中 ale) € HCR"), E ilesi 
XT” RE, 
注 3 若 i(x, E) 关于 x 有 紧 支 集 , 则 a,(x) 亦 然 。 
我 们 记 We 
R 
Ua X (fn, Iodo), a0 
j=1 


它 在 今后 估计 仿 微分 算 子 的 范 数 时 常常 要 用 到 ， 易 见 ， 当 ! 不 依 
HT ot, 420, Vlan 与 Ole 等 价 。 
设 X(9, n) 为 上 章 《1.1) 式 中 引 人 的 仿 截 媚 因 子 ， 则 可 仿照 
仿 积 的 积分 形式 的 定义 引入 仿 微分 算 子 的 概念 如 下 。 
ELLI 设 Ke, E) 满足 引 理 L2 中 的 条 件 ， 算 子 DAT 
式 定义 ; 
Pie 
(G8) = {XE — ns IE ~ 7 OA)dn, 1.7) 


其 中 O, 3) 为 e,n) 关于 x 的 Fourier 变换 ， 则 称 T, 是 


+ llls 


以 Kz,6) HOMO T. 
若 C, 5) 为 有 限 项 满足 引 理 1.2 中 条 件 的 函数 之 和 ,i 一 
Zh, W T: 可 相应 地 定义 为 DT 
由 定义 1.1 可 知 , 当 象 征 / 5 EER, (17) 即 化 成 第 三 章 


中 (1.2) 式 ， 改 仿 积 就 是 一 类 特殊 的 仿 微 分 算 子 。 EI RE. 
《1.7) 式 右边 略 去 截断 函数 X， 则 积分 US ~n qada 正 是 
一 个 拟 微分 算 子 C, D) 作用 于 u 以 后 的 Fourier 变换 。 所 以 ， 
仿 微分 算 子 可 以 视 作 拟 微分 算 子 经 过 了 某 种 “修正 ?而 来 ， 然 而 正 
是 这 一 修正 使 仿 微分 算 子 在 非 线性 偏 微分 方程 的 研究 中 发 挥 了 重 
大 的 作用 ,也 正 是 由 于 这 一 修正 ,我 们 得 重新 详细 地 考察 这 类 算 子 
的 运算 法 则 以 及 算 子 运算 和 象征 运算 之 问 的 关系 。 

ERL 由 (17) 所 定义 的 仿 微 分 算 子 是 He Hi" 或 
2 一 C7” ”的 线性 连续 映射 ， 且 对 某 个 正 整 数 &， 算 子 钼 被 
-Cillo 所 控 。 | 

证 明 hkl) > XCO, a) = p Ors a, & 


sa) E CCR"), 使 它 在 1?1 < Z 时 为 0 , 且 在 supp GEX t 
则 p, n)an) = XCO, x), ye (1.7) 可 以 写成 


5 IEG an); n)à(E ~- 1)4(n)a(n)é(m)dn, (18) 


《1.8) 中 的 单项 , 即 Ta, 4CD)a(Dhu, Eh T。 就 是 仿 乘法 
算 子 。 当 ue Hi f, A(D)a(D}ue HO, T4 ae C° 时 ， 
RCD) (D}ue C"-"， 因 此 由 上 一 章 中 介绍 的 仿 积 的 性 质 知 ， 
Ta, hD) (D))u 是 下 一 下 或 Ce 一 Com RRA. 

MERMER ET. (4,(D)a(D))a 的 收 俩 性 。 由 于 
lallen 
对 任意 立 关于 » 是 缓 增 的 ， 故 jiu(D)a(D)alar-w 与 ACD) x 
sa《DD)aller-m 也 如 此 .又 由 第 三 章 定理 1.1 知 T。 的 模 被 Cija llie 
所 控 , 由 引 理 LH le, Le 关于 > EE, HAN ET, (A, (D) x 
"1126 | 


s《D))a 收 化 ,从 而 得 所 需 之 结论 ， 证 毕 。 
以 后 我 们 也 常 把 仿 微分 第 子 T 写成 
Tu = D Ta, hlD DY, (1.9) 


在 定义 LI HWET T: ÉD æ, E 为 象征 的 仿 微分 算 子 ， 
然而 为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 姓 ， 我 们 必须 指出 此 定义 与 截断 充 
数 Xx, " 的 选取 无 关 。 更 确切 地 说 。 仿 微分 算 子 作 月 于 一 个 固定 
了 滑 数 的 值 在 不 计 一 个 较 高 光滑 性 的 函数 的 党 义 下 与 X,s EX, A 
时 ,根据 表达 式 (1.9) 我 们 也 必须 指出 ,在 .上 述 意义 下 , 《1.9) 中 的 
仿 乘法 算 子 也 可 以 用 任意 与 其 等 价 的 算 子 代替 。 

定理 1.2 设 (r, E) 满足 引 理 1.2 的 条 件 , 则 若 将 《1.8) 中 
xX, 5 换 成 满足 同样 假定 条 件 的 À, i, READ 中 将 T。 AUX 
上 章 (1.4) 式 所 定义 的 Ti, W T: 所 引起 的 误差 是 Pp 一 mw 正 
MEF, LETEN k, 使 差 算 子 的 模 被 Cis， F. 

证 明 当 s 改 成 名 时 ,在 (1.8) 式 右 端 所 产生 的 差 为 一 个 C” 
前 数 , 当 X 改 成 区 与 (1.9) 式 中 T。, 改 成 To, 的 情形 相仿 ,故我 
们 只 需 讨 论 T。 改 为 了 时 对 7, 所 引起 的 误差 好 可 。 由 第 三 
章 定理 1.2 知 ，T。 一 T, 是 一 个 p 正则 算 子 旦 其 模 被 Clac 
所 控 。 再 利用 引 理 1.2 中 指出 的 lale 关于 > 的 速 降 性 即 知 T: 
与 按 Ti = > Tah D) (Du 所 定义 的 算 子 Ti 之 差 为 p 一 m 正 


划算 子 ， 证 毕 ， 

仿 弱 法 算 子 自然 可 视 为 仿 微分 算 子 的 一 个 特例 ， 当 仿 积 取 级 
数 形式 时 ,我 们 有 Tau = ES, -Ne)zp， 式 中 Sp xCa) 为 «的 环形 
分 解 的 部 分 和 , 故 若 以 5351)(x,5) 记 aE) 单独 关于 = 作 环形 
分 解 所 得 的 前 项 之 和 ,可 得 


Tiu = D, Ts, hl DCD 
= D) (Spn), D) (Dupe (1.10) 
《1.7) 与 《1.10) 分 别称 为 仿 微 分 算 子 的 积分 表示 与 级 数 表示 式 , 由 
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前 面 的 讨论 知 , 它 们 家 差 一 个 e 一 严正 风 算 子 。 

下 面 给 出 仿 徽 分 算 子 作用 于 余 甘 型 项 数 的 性 质 : 

定理 1.3 设 2 满足 引 理 1.2 的 条 件 ,p 十 也 大, 则 由 (1.7) 所 
定义 的 Ti 是 Hoi Hei 和 Cot» Ci 的 线性 连续 映 
+. 

证 明 RIRES Ti 表示 式 (1.9) 中 的 一 项 E 4€ H, 
则 4,CD)a(D}4€ HTA, RD if, KDY Due TR, 
8,6 CPCCA, 于 是 由 第 三 章 定 理 3.1 4, 7T,,4,(D)a(D)u € 
HMS CHI RR, DUR A, Tue HOCH I 是 显然 
的 ， 

.关于 Cr Cm ht 的 连续 性 也 可 类 似 地 推 得 ,证 毕 。 

定理 1.4 设 e, E) 如 引 理 1.2 所 述 ,p > m, 记 Ke, D)= 
eo《x)h,《D)s:《D), 则 算 子 x,D) T: 为 二 有 界 的 且 对 某 正 
整数 六 ， 其 算 子 模 被 Clos 所 控 。 特 别 地 ， 当 DuC, E) 关 
于 + 为 C” 时 ，Kz:D) T, 为 无 穷 正则 的 ， 

证 明 根据 Kz,5) 的 球 调和 分 解 ,问题 归结 为 说 明 

之 (TS TS 8,)k,(D)s(D) 


具有 所 指出 的 人 性质。 首先 ,和 (D)eCD) 将 H 映射 到 H”, È 
HR CIACE)lomses, 所 控 。 而 由 第 三 章 定理 LS NA, Ts 一 
a, HT” 连续 地 映射 到 L?， 其 卉 被 Clla,ller 所 控 。 因此 由 引 
理 1.2 可 得 > (To, — a,)4,(D)aCD) hiite, MI Ce, D) 


一 T, 是 L'AIR TUE Clow 所 控 ， 

又 当 DUE) 关于 x 为 C” 时 ,对 任意 了 >s m, HT 
Ta, 一 o 将 H” WEJ H, 其 算 子 模 被 Clloullee-rs 所 控 。 仍 
利用 引 理 1.2 可 知 ,前 面 所 作出 的 算 子 级 数 按 H- 再” 算 子 模 收 
S BOX MAR H>H ET. 由 * 和 ?的 任意 性 即 知 
T, — Ie, D) 为 无 穷 正 见 算 于 。 证 毕 ， 

前 面 我 们 对 于 满足 引 理 1.2 中 条 件 的 函数 1(x, E) 定义 了 相 
应 的 仿 微 分 算 子 , 这 里 1,5) 称 为 仿 微分 算 子 Ti 的 象征 ， 它 是 
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RTE HIER. Y. Meyer Æ [My1] 中 引信 了 更 广 的 一 类 
仿 微 分 算 子 ,我 们 在 此 扰 要 地 加 以 介绍 ， 
” 设 ala, E)E CCR X R*) ERF: 
(1) 对 任意 cen’, 都 有 ' 


lakol, E) iongn E Ca + E (11) 
(2) 对 和 企 一 而 定 的 E, x olr, E) 的 谱 含 于 
fs 17| <el£l}, 5 >0 给 定 ， (1.12) 


于 是 根据 Bernstein Æ, olr, E) ARE 
《3) EaR, Ell ms € Ceatl 十 后 | C413) 


其 中 ae N°, PEN" E 18| >7r. | 
于 是 elr, E)E Sir, 由 它 可 以 定义 一 个 拟 微分 算 子 ox, 
D}, SHARA Kr) 关于 * 属于 C", 关 于 属于 C” 且 满足 
AOC, D lems < Cl + jE" Yace N", (1.14) 


则 到 AE, 9) 为 第 三 章 (1.1) 式 中 引入 的 仿 截 瞩 因子 时 ,函数 
as, E) = | e120, DH, E948 


就 满足 条 件 (1.11) 和 (1.12), 从 而 可 以 定义 拟 微分 算 子 olr, D). 
易 见 , 当 41x,5) 关 于 8 为 齐 次 ,从 而 满足 引 理 1.2 的 条 件 时 ,orCx， 
D) 就 是 由 (1.7) 所 定义 的 仿 微 分 算 子 Te ， 这 样 ， 如 象 拟 微 分 算 
子 理论 中 那样 , 我 们 也 可 用 (1.14) 式 来 代替 对 象征 的 齐 次 性 的 要 
求 , 对 更 广 的 一 类 象征 定义 仿 微 分 算 子 , 即 令 Ti 一 (x, D)， 联 
系 到 第 二 章 $ 4 中 的 讨论 可 见 ， 这 里 所 定义 的 仿 微分 算 子 恰 是 
Olsa) 类 所 微分 算 子 中 较 好 的 子 类 。 惠 用 第 二 章 的 定理 4.3 还 
可 知 ， 对 于 这 种 仿 微 分 算 子 ， 本 章 定 理 LI 的 有 界 性 结论 仍然 成 
立 。 ; 


$2. 仿 微 分 算 子 的 运算 


本 节 中 我 们 讨论 仿 微 分 算 子 的 运算 ， 指 出 它 与 相应 的 象征 运 
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算 之 间 的 关系 ， 读 者 可 以 随时 比较 仿 涩 分 算 子 运算 法 则 与 拟 微分 
算 子 运算 法 则 之 异同 虽然 在 上 池 末 屁 已 指出 ， 以 e,t) 为 象 
征 的 仿 微 分 算 子 Ti。 可 以 视 为 以 ox, E) 为 象征 的 拟 微分 算 子 ， 
但 由 于 ax, D) 为 (1, 1) 型 的 拟 微分 算 子 ， 而 对 这 类 算 子 没有 
与 算 子 运算 相应 的 象征 运算 法 则 。 因 此 ， 在 讨论 仿 微分 算 子 的 运 
ARDERE Kx,5) 来 建立 一 套 象征 运算 法 则 ， 此 外 ,在 
太 节 中 ,我 们 还 将 介绍 在 一 般 开 集 上 的 仿 微 分 算 子 的 构 念 及 其 性 
质 。 
首先 我 们 惟 虑 一 种 最 简单 的 运算 ， 一 个 拟 徐 分 第 子 作用 于 一 
个 仿 乘法 算 子 的 情形 ， 对 此 ,有 如 下 的 展开 定理 . 
定理 2.1 设 AE) 为 C” 函数 ,在 原点 邻 域 为 0 且 当 18| 充 
分 大 时 为 mm 次 齐 次 ,又 设 ax) EC’, 0>0, W 
KD)Tu—= D) To DY + Ru, (2139 


RIES fe) 
ARR Ee MEME, BETHE Celles: FE, 
ME RIT. 
证 明 ”首先 按 第 三 章 所 述 , 可 以 将 T 替换 成 了 2, 其 中 必 取 充 
分 大 , 记 为 Nm。 这 时 ,由 〈2.1) 所 定义 的 算 子 被 蓓 换 为 


R # = 2 >; (Da 


4 P<g-N; 


-D D E ED (Dhus (2.2) 


lat&le) 7 p<&g-N;&! 

其 中 Aps Hg 分 别 为 函数 a 和 4 关于 环 体 序列 {Ce} 所 作 的 环形 
分 解 ， 今 再 作 两 个 环 体 序列 {Cs},{Cs}, 使 CCCCCY LE 
pa NW, du, 的 谱 总 含 于 C; 之 中 再 取 que Cz(C?)， 
使 得 在 Co 中 有 qo 二 1， 并 令 pE) = A(E)p(E), M EEC 
时 ， 

ACE) = 2240(2 人 5) (2.3) 
男 一 方面 ,由 pe C2(Co) A peer 且 存 在 正 整 数 M, E 


D 这 里 和 以 后 的 [2] 表示 小 于 2 的 最 大 苔 数 ， 


e ilge 


CL + fx Dr Mn < CG) msn, (2.4) 
所 以 ,注意 到 po) 的 Fourier MX (iry px), A 
R'sy= 2 > aje (2"*D)o, 


4 p&a-N 


= £ 2-lala l - D'a ,PC2- D)| ua 


1al <le] 
-5 5 E n 
4 PSé-ANr . 


1 a lalg a 
2 
Xuslx — 2 38)dz。 : (2.5) 
从 而 R'w 可 以 写成 Elh 的 形式 ， 其 中 每 个 为 为 《2.5) 中 国定 4 
所 得 到 的 内 层 和 式 , 由 (2.2) 知 suppjsCC 且 由 (2.5) 知 - 


Ile < cam f| ZE 0 fasl — 2755) 


Z, 4 rec | atat 


D se, 2 sin + | lle 
< CA el, lel lomo (2.6) 
这 里 ,在 最 后 一 步 估计 中 已 经 用 了 (2.4) 式 以 及 不 等 式 
(E efl, < chete. 
P<a-N; 


再 利用 scH 时 有 ul € C,27%, Eh EC < Cell, BOT 
由 第 一 章 定理 134) Ef =S jE H H Imt & Calor X 
区 so 

同 理 , 代 替 (2.6) 而 估计 Il, 我 们 有 


Htc D al, + ARO (a 
Ped- Ny HG 


< Ca ailcel lene us|, 0 
在 we C° 时 , 即 得 


< czer | 
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le C2 ealeel salems a,. 
故 由 第 一 章 定理 22 知 f= 21, C "te 而 且 er-mte & 
CislorlAlicmsr-ilulles. EE. E 
利用 定理 2.1 可 以 讨论 仿 微分 算 子 运算 与 其 象征 运算 之 关 
系 。 
定理 2.2 设 hr, E), LC, E) 满足 引 理 1.2 的 条 件 ， 它 们 
关于 分 别 为 m 次 与 me. NS 


Ka, E) = GG — D Loupe, (2.8) 
iat<lp] ai 


则 有 TaT, 一 Ti 十 R， 其 中 R 为 p—m—m ENSF, X 
HEW k, R ATER Cilaos PTE, 
证 明 若 LCE) = DAEAR, E) = Eole) h kE) 
是 4 和 4 的 球 调和 分 解 , 则 
TaoTi, = 2 之 Ta D)D})T a (k:(D):(D)) 


一 Z 4%. (2.9) 
按 定理 2.1 ,我 们 有- 
TE LT KDD} 
giele] a! 
+ Ta, Rush (D)s(D), (2.10) 
其 中 T Rab DYD) 将 HS kA Hm mte, HRR 
Clalléé,llotlh lement] holies- (2.11) 


所 控 。 对 于 (2.10) 右边 第 一 部 分 ,可 利用 第 三 章 定理 2.1, 得 到 
Ta,T pes, Tone, + Riv, 
其 中 Ro 将 H 映 到 Hoete, 算 子 横 被 Cllasllee + ]D“B, [coter 
所 控 。 TÆ, X lel (ol, FT RE, D)A (D) (D) 也 将 
H 映射 到 Hr-m mtr， 其 模 被 (2.11) PTS, ERA 
à > A PALA PALAU TEEN LATE 


ken” ANR, 其 和 被 Cliaill F4, EX 
sig 


Tes, 可 以 写成 
LT ps, he (D)4, (Ds (D) + R 
uw aige €! 
=T,+R, 
HR HE] Him mate 的 线性 连续 映射 , R 的 算 子 模 被 
C fille, alalle, 2k) Aiz. 完全 相仿 地 可 证 明 R% C°—+ Ct 
的 线性 连续 映射 证 毕 。 
MCE) DI Z ORDe, E), (2.12) 


wagle] À 
则 T: ASE T? 是 H'— H 的 线性 连续 映射 ,又 Tr — Te% 
H>H "te RR EURE AR EM AU 4, EET AE Clee 
所 控 。. 
证 明 设 e, E) = Da,G)A(E) 是 I, E) 的 球 调和 分 
解 , 则 对 任意 的 CE RM uo 有 
(T#a v) = (u, Tiv) = D, (u, Ta, ADY (DYXY) 


= X) (TY zy 和 (DJ5CD)o)。 


按 第 三 章 定理 2.2 ， 
CTh u, B(D)(D)r) 
pi (T'u, CDJ CDe) + (Rou, KDY CDr), 


其 中 
|CRou, hD) (Dr) < CHRoal rol DY Dv 
S Claslleoll Bessa -nlialls le ut 
又 所 定理 2.1， 
(Tat, hl D)s(D)v) = (EXDIKDIT au ù) 
= D LT D)D)u,v) + (Ru, v) 
ialgi] Z} 


1CRou,v)] < Clallelkllemsr-1jall fol, 


+119 


因为 对 适当 的 正 整数 &， 有 De flo #llcmers, < Chou, i 
得 

| (CCTF — Tu, o)l & Choant ols etm. 

从 而 可 得 定理 中 所 述 的 7T} 与 TY —Ta 之 性 质 ， 证 毕 ， 

这 两 个 定 埋 给 出 的 公式 (2.8)，(2.12) 和 第 二 章 中 的 公式 
(2.16), (2.14) 类 似 , 区 别 在 于 《2.8) 与 《2.12) 中 的 和 式 均 为 有 限 
和 。 这 是 因为 仿 微分 算 子 的 象征 i(x,5) 关于 变革 x 只 是 有 限 阶 
光滑 的 缘故 ,但 这 也 从 好 与 拟 向 分 算 子 只 容许 Op(S 7) 的 误差 而 
仿 微分 算 子 则 容许 高 " 阶 光 祖 性 的 误差 的 差别 相 适 应 ， 

下 面 的 定理 相当 于 在 有 限 阶 光 少 的 意义 下 ， 仿 微分 算 子 的 拟 
局 部 性 与 拟 微 局 部 性 定理 。 读 省 可 将 它 与 第 二 章 中 的 定理 2.8 相 
比较 ， 

定理 2.4 jf r, E) 如 引 理 1.2 HR, se H (或 C), U 
是 R: x R# MAIRE. | | 

(1) EEUE 1,8) = 0, R Tiu 在 上 为 微 局 部 H +e 
GHEHE, Cate), 

(2) 若 4€ HE (相应 地 , ue CY), M] Tiue HE,t = mings 

-m+ p, s — m} (EN, Time Ci, r= minio +p—m, 
o — m}). | 

证 明 FERA ACr,#)e C°(R° x (RA), ECTE 
为 齐 零 次 且 suppRCUV， 则 由 定理 1.4 和 2.2， 

klz, DT u = TiTm + Ru 


1 
=e a Togian” t Ru + Riu, 


其 中 R HESENÉTF, R 为 p 一 m 正则 算 子 , 故 得 (1). 
为 证 (2), 取 名 如 前 ,并 设 Cx,5),k(x,5) 也 是 COCR x RA 
10))) 函数 ,关于 为 齐 零 次 且 满 是 supp CU ,E ZE suppk 上 
E51, b=1—4, FE 
k(x, DIT = TT hC, Du + TiT x, D)u + Riu 
= TT ihr, Dh + TTT a + Ron + Riu, 
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其 中 只 与 R, 部 是 无 穷 正则 算 子 ， 同 前 而 的 证 明 一 样 地 可 知 
TTh 为 o—m ENAT, HA 了 kiTTaaE Hte (相应 地 ， 
coton). 另 一 方面 ， (x, DDucH° GAME, C7), M 
TaTikx, Due H= (HR, C77"). 证 毕 . 

现在 讨论 定义 在 一 般 开 集 OCR 上 的 仿 敏 分 算 子 。 首先 引 
人 如 下 的 

定义 21 设 0 是 R 中 的 开 集 ，m ER，p 之 0 非 整数 ， 以 
ECO) 记 定 义 在 6 x (R"\0) 上 函数 C, 5) 的 集合 : 

人 rz) = lalt, E) + lnla E) tt atx 3€), C2.13) 
其 中 LG, D RTE m— k 次 齐 次 的 CG” 隧 数 ,而 关于 * 
属于 cet, 

定义 2.2 设 0 是 BR" 中 的 开 集 , Le), ALE D'a) 
到 其 自身 的 线性 映射, 满足 

《1) 工 为 恰当 支 的 映射 ， 从 而 对 任 一 紧 集 KCO, UFER 
一 紧 集 RoG, 使 得 | 

(a) # supp «CK, Mi supp LuCR; 

(b) 车 supp uN = Ø, Mj supp LNK = Ø. 

(2) 对 任 一 紧 集 &CSG， 若 由 是 在 上 上 恒 等 于 1 的 C? 函 
数 , 则 Lau — Tu 是 HK} > Horte (a COCK) —> Cete) 
的 线性 连续 映射 ,其 中 HK), CK) 分 别 表 示 支 集 在 入 上 的 所 
有 H, C 函数 的 集合 . 

则 称 工 为 以 7 为 象征 的 仿 微分 算 子 ， 记 作 Leop) 
CR LEOKE). 

注 1 HRH (2) 成 立时 , 若 内 为 习 一 个 在 KK 上 恒 等 于 1 的 
c?(0) RAŽ, Lu 一 PMT out 必 也 满足 (2) 中 所 示 的 性 质 ， 事 
KE, 

PTa 一 pT out = Ch ~ W)T uu H pT uet, (2.14) 

由 于 supp #Nsupp (P — 4) = Ø, WREE 2.4 > (1) 知 ， 

Tissus € Hte, 又 由 定理 2.4 之 A)R, Ch — 各)TwnE 
-iz 


Hte, WÈ Lu — QT, su € Hte, | 
. 2 对 于 给 定 的 iE 3?(Q)， 可 按 下 靶 构 造 一 个 以 i 为 象 
征 的 仿 短 分 算 子 ， 作 {9;} 为 @ 的 局 部 有 限 覆 盖 及 {qs} 为 从 属 
于 {8;} 的 单位 分 解 ， 痊 于 每 个 9， 上 作 deC), ERE 
supp p 上 有 由; 圭 1， 然 后 令 

Lu = SpiT oal pit), (2.15) 


WE LEOCENA) A LEOKE, BETLA Ke, ë) 
为 象征 ， 

事实 上 ,对 于 任 一 紧 集 玉 ， 至 多 只 有 有 限 个 0, SKWER, K 
这 些 指标 i 的 集合 记 为 1, 则 当 u 民有 紧 支 集 天 时 ,(2.15) 右边 化 
为 > Toal). SW R — y supp is TÆR supp LuCR, 


类 似 地 可 证 : suppu NÉ = Ø kf, 有 supp LaK = Ø., 
RŽ we Hk， 设 是 在 六 上 全 等 于 1 的 函数 ,于 是 
Lu — pipu 一 > Tapie) 一 D ET ulpe) 
i iE 


= 2 CHT sa 一 PT u) Cpt), 


对 和 式 中 每 项 运用 注 1 e 所 作 的 说 明 。 即 知 Lu — GT € 
Hete, M € Cr 时 也 可 进行 类 似 的 讨论 . 
仿照 建立 拟 敏 分 算 于 运算 与 其 象征 的 运算 之 间 的 对 应 ， 这 里 
也 可 以 建立 仿 微分 算 子 运算 与 其 象征 的 运算 闻 的 对 应 .在 a) 
类 中 ,我 们 引入 的 共 枉 运算 与 乘法 运算 为 

定义 2.3 H1e>:(0), REX BAX 


mn D LD, (2.16) 
talt te] E! 
若 Pen), 1 一 1, 2， 则 定义 非 运算 为 
nb D) Laon p Di (217) 


ett ht trl ey 1 
于 是 有 
定理 25 设 LeOp(Sr)(0), 则 存在 唯一 的 象征 1， 按 定 


1i, 


义 2.2 的 意义 与 之 对 应 ， 这 祥 的 象征 映射 工 上 > eof) 一 1 是 从 
OPC KPA ECO) MES , BAR M Hi 0 Hgt (0) 
BREER. NT LeOn), 也 有 相应 的 结论 ， 
本 定理 的 证 明 留 到 后 面 进行 。 
定理 26 设 L'eOp(>5)(0), 7 一 1;2， 则 L'oL'e 
OpCxr#")(0), H  o(L'oL') = a(L')Ho(L), 又 若 Le 
OpCEr)(0), M] L*EOp(Er)(0),E oCLs) = (a(L)}°. 
证 明 设 K 是 8 中 的 泽 集 ，gE CPC8) 在 KK 的 邻 域 中 为 1， 
于 是 
PHP = PE) 十 8， 
RH eÆK ENS, AM FXRERK pH u, 我们 有 
Toner = Tarn + Riu, (2.18) 
其 中 R 为 p—m—m, 正则 算 子 .由 定理 2.2 4 
T ongw: = TonoT yr + Ris 
其 中 R, WE p 一 m~m 正则 算 子 。 于 是 
R = 也 !o 世 3 一 pT ga nay 
pTynopT pe ET pen) + R 
一 多 了 ea we 一 PT ed +R; +R 
= pR Rt RT R, 
此 处 Ri, Re R 都 是 0 —m—m ENST, Hi, LoL'e 
Oprta) B a(L'oLi) = olL) 划 cl)， 定 理 的 后 一 结 
论 可 以 类 似 地 证 明 . 证 毕 . | | | 
定理 27  LeOp(:)(0) 的 象征 为 =, +-..+ 
latoi ËE Co E) 使 ls(xos Eo) # 0, 则 必 存 在 H, HE 
OPR(Zz (97， 使 得 
LH=1+ R', HL=1I1+ R”, (2.19) 
其 中 RPR” BAE (xo, E) 处 的 微 局 部 P 正则 算 子 。 
证 明 ”类 似 于 第 二 章 定 理 2.9 的 证 明 , 我 们 可 以 找到 (xo, Ea) 
的 锥 邻 域 口 以 及 象征 AE), k Ceg) € 230), 使 得 在 0 上 
14 = Hi 1, 
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(但 与 第 二 章 定理 2.9 不 同 ,这 里 只 需 作 丰 限 步 运 算 而 不 必 构 造 浙 
近 和 )。 按照 定义 22 后 所 壕 的 方法 构造 以 4 与 # 为 象征 的 仿 微 
SET H,H E Op(3?)(98), 则 由 定理 2.6 便 知 ,它们 满足 (2.19)， 
证 毕 . 

El 定理 2.7 相当 于 鹤 贺 算 子 的 拟 基 本 解 存在 定 再。 在 此 
定理 的 假设 之 下 , 若 对 是 一 个 零 阶 拟 微分 算 子 , 其 全 象征 在 (zso) 
的 充分 小 的 私 邻 域外 为 零 , 则 可 以 找到 H, € OPCIA), 使 

LH=M+R,HL=M+R" 
成 立 . 

注 2 利用 反 证 法 立即 可 证 ,车 LEONO) AA ER 
到 Hire > 0), 则 其 ECO RER M REVUE. 

定理 2.5 的 证 明 对 于 给 定 的 工 ， 象 征 ;的 存在 性 是 由 上 的 
定义 本 身 给 出 的 。 而 由 定义 2.2 后 面 的 注 2 知 L—o(L) 为 满 
映射 ， 又 由 定理 2.7 的 注 2 容易 说 明 工 -> olL) HER. 事 
RE Ë l, P 均 为 工 的 象征 , 则 上 一 1 就 是 零 算 子 的 象征 ， 由 
这 个 注 可 知 上 一 * 的 最 高 次 项 为 零 . 类 似 地 可 证 站 一 下 的 各 
项 均 为 零 , 从 而 一 P, 最 后 , M oL) = 1 MER, 有 Tu 
0, M L— Tu 为 pm 正则 算 子 , MAL L— olL) 的 核 
为 HO) 一 Hr CO) 或 Ch.(8) 一 CCO) HUB. 证 
毕 . 

我 们 也 称 仿 微 分 算 子 工 之 象征 的 首 项 La, 为 上 的 主 象 
征 , 记 作 we(L)， 又 称 Ie, E) 一 GE) 十 lnla, E) 十 十 
lmit) 为 工 的 全 象征 ， 与 拟 微分 算 子 不 同 的 是 ,对 于 同一 个 
， 算 子 上 ， 在 将 它 看 成 为 具 不 同 指标 的 OCT) 中 的 元 素 时 , 它 
所 对 应 的 全 象征 ! 也 不 相同 。 因为 当 HAN, Æ eE) 
的 展开 式 中 会 去 一 些 低 次 项 。 特 别 地 ,我 们 有 

定理 2.8 设 工 是 定义 在 0. 上 的 mw 阶 怡 当 支 的 经 典 拟 微 分 算 
子 ,其 象征 为 


Ia, E) ~ Š ln-i(#35), 
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HR Lx, E) 关于 为 m— ji RFA NT A C°, D 
HET e>, PEN, WA LE Op(>5)(0), EKSEX 
o(L)= D, lai (2.20) 


证 明 设 KC8 为 任 一 紧 集 , VER HSF Cre) 
函数 ， 贴 由 定 理 1.4 知 ， 对 任意 的 jim-i(x，D) 一 Tw， 为 
C° 正则 算 子 ， 又 由 拟 征 分 算 子 的 性 质 知 , L-e D, LC, 


Des «cl | 


z 对 于 支 集 在 K 上 的 分 布 是 mw 一 1p] 一 1 阶 算 子 、 从 而 若 记 
= a Jess 则 L— Ts REDE 0 —m 正则 算 子 ， 这 就 


说 明 ， # OCEAN EF RAEAUE ME CL) = 1. iE 
He, 

下 面 我 们 再 列举 一 些 有 关 Dp( 忆 人 (8) 类 仿 微分 算 子 及 其 象 
征 的 某 些 性 质 ， 

(1) 对 4 > 0，OP(Z77(9)COp( 志 人 (9)， 

(2) # LEOKE), p> 1, X o,(L) = 0, M Le 
KENA), 

《3) 若 LEONE), j=1,, ME p> 1 时 有 

[ Li, L,]1€ es F3) (0), 


Omtm,-t Cl Lis LD) T = {om (La); Om, LL); 


而 在 0<p < 1 时 ,又 有 
[LL] € OKZ Pt) CQ), 
Omm, Cl E, L1) = 0, 
关于 OpCSFNOD MERE ETSE A5 SE 24 
相仿 的 结果 : 
定理 2.9 设 LEOIA), UR 9 x (R"\0) RRF, 
u EH (0) (相应 地 ，C%.(0))， , 
(1) EEU LE olL) 一 0， 则 Lue Hit (相应 地 ， 
Carm+e); | 
(2) # we (或 C8), 则 Lu € Hb, t= min {s + o—m, 
a 125 . 


S — m} GENH, Ci, t= min {o+o—m,o — m}). 

证 明 从 略 。 

与 拟 微 分 算 子 一 样 ， 也 可 以 考察 仿 微 分 算 子 在 自 变 量变 换 下 
象征 的 变 北 规律 .。 设 8, 为 R 中 的 开 集 ，O， 为 R 中 的 开 
集 ， 风 为 

Q, 3 xi—> (x) € Oy 
RITAS RE , UE 
定理 2.10 设 LeOp(>7)(0.), 其 象征 为 ix,5), 则 按照 
“ke (CLOuog))op (2.21) 
所 定义 的 算 子 属于 Op(27)(0,) BEREX 


+ a x p (x)n) D: el Ars )n) | ragag Nys (2.22) 


其 中 Kr, 2) 一 De) 一 (x) — DU) D 表示 当 


a 取 各 种 可 能 的 重 指标 时 ,所 有 关于 9 的 次 数 不 低 于 m — Le] 的 
那些 项 之 和 . 

证 明 ”注意 到 变换 上 是 C” 双 方 可 逆 映 对 且 把 紧 集 变 成 紧 
集 , 便 知 对 任意 sso, 空间 H°, Hismp, Hias C”, Como 和 Cfo 
在 由 映射 下 不 变 ， 从 而 我 们 只 须 对 满足 引 理 1.2 条 件 且 关 于 * 有 
紧 支 集 的 (x, 5) 讨论 算 子 

uk Tiluop)op™, 
现在 设 Ka, E) = De, G)4,(E) 是 工 的 球 调和 分 解 ,于 是 
T uopjogp™ = 之 [CT 一 8), D) Dup) log" 


+ D Coog HD Dup), (2.23) 
根据 第 二 章 中 所 述 的 拟 微分 算 子 在 自 变 量变 的 下 的 性 质 可 知 ， 
[4(D)S(CD)(zod)]odg-!: 也 是 拟 微分 算 子 , 它 的 象征 有 展开 式 

[E HE = E) ta) 

a ete: % 41 


iiias 
Die RAD E Res 
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这 里 和 式 中 每 一 单项 以 及 Ro 在 nest 上 的 绝对 值 都 可 以 用 
Cicwsr-5 来 控制 ,只 要 取 史 足够 天 即 可 。 击 于 


(>) 
lai&itr] a 
与 R, 均 表 示 1 M RRARENS m 一 Lol 一 1 的 项 ， 所 以 它们 所 
对 应 的 算 子 是 p 一 m 正则 的 .因此 ,和 式 

(a op) 2 + a Cp Cx In Dee HD | ay) 
就 是 算 子 L, 

u > (aA (D)S(D)(uop}}op"t 

的 象征 表示 . 再 利用 lasle WERE lielie 的 组 增 性 ， 
可 知 

DH + a, GA EDA DT ty) 


收 敏 旦 它 等 于 (2.22)， 易 见 , 它 正 是 OP( 忆 2?)(0,) 算 子 
D Casob AADS Xup) Jop 

的 象征 . A 

HSE (223) 右边 第 一 个 和 式 ， 由 于 e€ Cr iT, — al 
作为 ?正则 算 子 的 模 被 Cllasller 所 控 。 从 而 稍 利 用 lele 关于 
v 的 速 降 性 和 MoleMann- 关于 > 的 组 增 福 可 知 D [CT 一 
a,)4,(D)S(DY(uog) Jo” 上 收 和 化 于 一 个 PP EWA T, FEM 
(221) 为 Op(EFXO,) SF, Eté. 


“$3. DATE 


”类 似 于 第 二 章 $ 3 一 $ 4 中 所 作 的 估计 ， 我 们 可 以 建立 仿 微分 
算 子 的 各 种 估计 .首先 对 R° 上 的 仿 微 分 算 子 给 出 几 个 估计 . 

定理 31 设 e, E) A EER 的 齐 m 次 函数 ,5. 关 0 时 关 

于 5 为 C” 且 作为 * 的 函数 DEICx,85)€ C, p> ANA 
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EXAT, UR «€ HR), E 
ICT: 7]zl -sa < Cle, (3.1) 
IEZ, Hal, & Celju lss (3.2) 
其 中 常数 c s, u 无 关 . 
证 明 ”我们 只 要 就 ;一 0 的 情形 加 以 证 明 。 由 〈1.9)， 
一 2 Th, (D)S.CD). 


由 于 磨 光 算 子 J: 可 以 看 成 是 以 iE) % Fourier RTRT, A 
凡 它 与 那些 象征 只 依赖 于 变量 点 的 扳 微分 算 子 可 以 交换 ,从 而 
[Tabs >» del 一 [Ts EAILEUR 
由 第 三 章 定 理 2.4 可 知 | 
NET hs ja] -nb 一 NT» Je lhyssll -nn 
<C [Zosis ||- a S C ljalo, 
其 出 C 线性 地 依赖 于 jjasliez。 于 是 由 引 理 1.2 的 注 2 可 得 
M2 To Ars, eau < C lielo 
这 就 完成 了 (3.1) 的 证 明 ， 
类 似 地 可 得 (3.2) À, EE. 
Æ ”利用 第 三 章 定 理 2.4 的 注 , 还 可 证 明 ， i 3.1 的 条 件 
RY,H e>2, W 
(Ls Jel, Zola < C llul 
NET; Jels Ale, < Chul. 
定理 3.2 没 I,E) 为 加 的 齐 产 次 函数 ,满足 引 理 1.2 的 条 
件 , 又 存在 常数 8 > 0, 使 得 对 E& 2 0 有 Rel(r,s) > 818|”, 则 
对 任何 s ER 与 res, WA 
Re(Tiw, 4) 之 Colzllso 一 Ce ， (3.3) 


证 明 由 条 件 知 , 当 € 0 时 ， Rel(x, 5) — À El" > 0. 
令 Bet) = (Re a, 全 一 全 181"】 ， 则 它 是 满足 定理 12 条 件 
的 王 阶 象征 。 于 是 由 定理 2.2 可 得 | 
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0 < (TYT, u) 
< (Tren,u) + (Riu, #) 一 z lulh (34) 


其 中 R 由 定理 2.2 中 的 余 项 — m 正则 算 子 以 及 展开 式 (2.8) 
中 诸 低 阶 项 所 对 应 的 算 子 所 组 成 。 所 以 

ICR, u)| < Cillelleaflsllens-2s 
又 利用 定理 2.3 可 知 


Re (Tiu, u) 一 z CTi, u) + (T7u,u)] 
me > (CT, + Tu, #) + (Riu, u) 


= (Tran, u) +t (Ru, u), (3.5) 
其 中 R 满足 : 
| CRs, u)| < Callflallééllens-se 
利用 关于 Sobolev 空间 的 插值 不 等 式 , 对 任意 8 > 0 和 SR, 
Cls) 使 | 
Melo E els + CC)l#il.. 3.6) 
取 8 = 8/2(C; + C:), 将 (3.4) #1 (3.6) 代入 (35) 即 得 
Rel Ti, u) > À Julha — (Gi + C1) C (82CC, + Ca). 
定理 3.3 设 x,5) 为 满足 引 理 1.2 的 条 件 的 mw 阶 象征 , 其 
H p>, Mit e, ë) 之 0， 则 存在 常数 C , 使 对 所 有 EF, 
都 有 
ReÇT im, u) > —Clul, in (3.7) 
US, 不 妨 设 m 二 1。 RAS 
(Tous u) = KCT, — x, D}ju, u) + (Ce, Du, u), 
由 定理 1.4 知 
ICCT, — Ka, Du, u) < C llul. 
HIE E E, R UERY 
ReQ Çe, D)u, u) > —C llalli. 《3.8) 
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“检验 定理 3.7 的 证 明 可 知 , 当 对 Kx, D) 重复 定理 3.7 证 明 中 
的 论证 时 , 仅 有 的 疑问 之 处 是 (3.44) 所 给 出 的 r C, ED 不 再 属于 
S, 从 而 不 能 应 用 定理 3.2 而 得 到 算 子 1”(x,D) W L ARER 
而 ,容易 验证 ,这 时 rC, E) 恰好 满足 定理 4.2 的 条 件 , 因 而 算 子 
r'Ce, D) 仍然 是 天 有 界 的 。 所 以 照样 可 证 明 (3.8) 式 。 WA. 

对 于 定义 在 开 集 上 的 仿 微 分 算 子 ， 可 以 类 似 地 建立 相应 的 
HE. 
定理 31 设 Te Op(»7)(0), p> 1,4 如 定 埋 3.1 所 示 ， 
MARE KCO, AM C 之 0, (EM we H'CK) 时 ,有 
ILT; Juil: < Cell, (3.9) 
ICT se dell, < Cell. (3.10) 
ÆH32 设 TE Op(33)(8), p 之 0， 又 存在 常数 5 > 0， 
使 Rel(x, E) Sle” 对 充分 大 的 $ 成 立 ， 则 对 sE R 与 紧 集 
KCO, 有 常数 Cu，Ci > 0， 使 得 当 we CCK) 时 
ReCTes u) > Calle — Cul. C3.11) 


定理 3.3 . 设 Tie OEFA), p> 2, Xit x,$) 之 0， 
则 对 任 一 紧 集 KCA, 有 常数 C, 使 得 当 u € CECK) 时 ， 

Re(Tiu, #) > — Clulli,. 《3.12) 

注 由 于 +> 地 E OCEA, O) 


应 的 OPEO) ROMO BARATZA 3.1 一 3.3' 的 结 
论 。 
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第 五 章 仿 线 性 化 


从 这 一 章 起 ,我们 着 手 讨论 仿 微 分 算 子 在 非 线性 偏 微分 方程 
中 的 应 用 .在 以 往 的 备 种 非 线 性 方程 线性 化 方法 中 ， 共 误差 一 般 
并 不 具有 更 高 的 正则 性 ， 从 而 在 研究 非 线性 问题 解 的 正则 性 时 常 
难以 得 到 较 满意 的 结果 。 我们 在 第 三 章 中 用 仿 积 代替 乘积 就 是 使 
误差 的 正则 性 提高 的 一 种 方法 ， 在 这 一 章 中 ， 我 们 贤 招 这 个 结果 
推广 到 一 般 的 非 线性 偏 微分 算 于 而 首先 要 推广 到 非 线 性 函数 .这 
里 所 引信 的 处 理 非 线 性 函数 的 方法 称 为 仿 线 性 化 . 在 外 及 纺 中 
先 对 C” 的 非 线性 前 数 及 偏 微 分 算 子 实现 这 种 从 线 性 化 的 过 程 ， 
而 在 $3, $4 中 讨论 非 C 的 情形 。 当 非 C” 时 ,情况 较为 复杂 , 此 
时 我 们 闭 手 讨论 一 种 相应 于 坐标 变换 的 复合 函数 的 仿 线性 化 ， 由 
此 引入 仿 复合 算 子 的 概念 ， 并 对 它 进 行 详细 的 研究 ”讨论 结果 表 
明 , 在 非 线性 问题 中 应 用 仿 复合 算 子 为 工具 , 常 可 避免 直接 用 复合 
算 子 讨论 时 出 现 的 困难 . | 

非 线性 算 子 经 仿 线 性 化 后 ， 归 结 为 对 所 出 现 的 仿 微 分 算 子 及 
仿 复合 算 子 的 研究 ， 然 后 再 将 所 得 的 结果 还 原 于 原来 的 非 线性 问 
题 ,得 到 非 线性 问题 的 结果 。 这 一 过 程 将 是 下 一 章 的 主题 . 


S1. C 非 线性 函数 的 仿 线性 化 


在 第 三 章 淮 论 2.1 中 已 看 到 , 若 F(y) nr. LIRE: 
Ce 函数 ul), p> 0 有 
Fl#(x)) 一 了 et u t Rx), 
其 中 RECP, Trw’ # 是 仿 积 ， 
现在 将 此 结果 推广 到 了 是 一 般 的 c” 72 


‘ne 


wm 一 dti mt a dre Rte ou 


定理 11 设 Fl(y,……,yn) 是 R* 上 的 CR, LEE 
ATRE RRE KCR* AR WARER w(x) € C? CR"), 
p>0,j=1,...,N, À 
Flaa), 9 = 5 T 2 dia sen Mn 
| + ui $ R (x), (1.1) 
其 中 Ra) £ C?(R°), T = caleyi f „i (=) 是 函 数 


D COPE OERO 
若 uile)e H (R), s> zaf = 1,- N, 则 《1.1) 仍 成 立 ， 


H ROJER” TER’), 5 
.证 明 先 设 we) € CCR: J), p> 0, it u(x) = (ta) 
u"(x)), 故 FC eee nd) 一 Fou, 在 w 的 环形 分 解 下 ,由 于 >% 
续 狂 ,有 | | 
Fou =a Em Fo(Sau) = Fo(Sw) 


+ DIPS) — Fosa), : G2 


*=0 
FolSew) € C”, H Sow 有 界 , 故 由 下 的 假设 条 件 知 ， FeS) EC”, 
评 是 可 将 此 项 并 人 《3.7 的 RO 之 中 . E “ 
Fo(Syut) gig Fo(Syu) 一 FP Si F'on) "urs (1.3) 
其 中 符号 ”表示 R" 上 的 数 积 而 F 表示 FF 的 梯度 。 故 由 第 三 


章 知 , 当 M EX, > Sen (Fou) sn 就 是 仿 积 


j=l 


rx， 为 此 我 们 写 、 四 
-| F'o(iSgxiu + 人 一 有 Su) dt — Shon, (F'ou) 


ba S 
+ 132， 


其 中 
h = f F'o (Syst + {1 s= 2) Syu) dt 一 F'o (Srn), 
PAi 
Ie = SpyFu) — Sinil F’ou), 
HI, = Ses (Fou) au F'e (Srt). nt: 
显然 ,由 Fene Ce 知 Jolle < Cane"), MERE 
4.1 9 (48) None < Co2* 2 下 面 来 证 明 ,对 于 用 也 


成 立 估计 式 | 
Hark lle << Cote), (1.4) 


为 此 ,改写 也 为 
L 一 | LF'o(aSgsun + (1 — S54) dz 一 F'o (Ses) ] dt 


s E | 2 PT 


+ (1 z Ser ] ds Cè — 1) > “eds 
一 站 G—1)# f Pow + stu, + (1 — 5) #3) du. 
因为 上 述 积 分 中 ,由 假设 条 件 (Fle < Cilk. S C al 


< Co2-te， 即 (147 对 = 一 0 成 立 。 
M lot >1 时 ， 


| f G—1& ; Fo (Sau + stu, + (1 — 5) u4) as} 
一 Ç (1 — Da | FAR (Sye + stn + (1 — sn) de, 
写 出 上 述 被 积 函 数 求 导 后 的 式 子 ,然后 进行 估计 , 易 知 


| 5° {i (t— i) di i FofSi + stu, + (1 一 s)ds} | 


1 lei & p, 
C2, jal] > p. : 
于 是 lõhe & Cate, BI CA) 成 立 。 因 此 ,结合 1, Hh 
之 估计 有 . 
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lôr, < Co2ttiei-m， (15) 
进而 er “Dle < Calame, hB REE 2.2 及 定理 


23 知 À ra € Cr, 从 而 定理 于 we C* 时 成 立 。 


keg 


M EHR), s> Ein, N 时 ,上 面 推理 仍然 成 
立 ,只 是 由 第 一 章 定理 2.4 知 , (15) 式 应 换 为 
larie < Co PTP. (1.6) 


注意 到 (D = E rye, 而 


k= 
5 了 下” HE" 他 (x, Du, 
+=0 


故 由 第 二 章 定理 4.4 知 , 当 uE H° 时 er Duc H "Te Hi 
即 E 
六 Tk . Hg ei. 


这 就 是 所 需要 的 、 证 毕 
注 1 可 以 证 明 。 精 确 地 说 ， 当 we H', :> 了 时 ，R Ce) € 


注 2 定理 1.1 中 的 冰 数 ?还 可 以 依赖 于 *, 即 当 将 定理 中 的 

FOY YN) 换 为 下 (xi Xns yi * YN) 时 ， 仍 有 同样 的 结 

论 : | 
FGriutCre),ee.,##(x)) = > Tor x (2) ui (=) 


+ R(x), (1.7) 
且 当 we Ce CR), p> Of, Rec», 4 ue (R) 时 ， 
s> z, ROQ ETT, 


S PAPERS 
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仿 线 性 化 定 埋 1.1 及 其 证 明 是 有 代表 人 性 的 ， 仿 此 也 可 以 根据 
实际 问题 需要 讨论 在 其 他 空间 中 的 仿 线 性 化 。 下 面 我 们 将 定理 
11 推广 到 E = {rE R", 一 0} 的 余 法 型 空间 HA) 中 。 

定理 1.2 设 FO) 如 定理 1.1 中 所 述 , 实 MA w (ee 


HACS) j lie NUS > z 时 有 


| O N 
Fu (x) NS n° Gx)) = > Tor esse 
上 二 1 Jye 


e nila) + RC), (1.8) 


35-24 


其 中 RG)EH T (5), E—irER'ir — 0} 
证 明 4 HMRENRMEES. Mao, 它 就 是 定 
理 1.1。 现 设 定理 对 & 一 ”成立 , 往 证 当天 一 > + 工时 定理 仍然 成 
à, 和 
ula) = (lE); e epu CEN) E HD), 
Fou = P (u(x), -3 u (x). 
取 了 是 切 于 闷 的 任 一 个 C” RED, A 
V (Fou) 一 > cu) W), 
将 上 式 右面 视 为 一 个 以 #1, 0,8 及 Vu, ee, Vu" 为 变量 的 
C° 函数 ,此 函数 具有 定理 令 述 中 下 所 具有 的 性 质 。 另外 ，wiCz)， 
(ui) EHAE), 一 1 N, 故 由 归纳 法 的 假定 。 有 


N N 
V (Fou) = 2 T ge” EE (x) + >, Ty on (V#) + R(x) 
vivy irt vi 


N 3 
-> Tue, omt O HT on (V #) | + Rs), 


其 中 RE H°T"(E), 


由 第 三 章 引 理 3.1 知 
Te HET (Vu) 一 了 GT ， 


FIF On) E pa 
Y; 


wi) + Reso 
t 


Gy 128 


且 Ry M H UT CD), 于是， 
mw 
“VEN) = Ève, et) + H° RS). 


与 《1.8) 式 两 边 作用 算 子 六 要 比较 好 知 PRG) EH" (E). M 
而 R(x) eH IOS). FRAIRIENÉEIRY. ER, 


S2 非 线 性 偏 微 分 方程 的 仿 线性 化 


在 R"* 中 考虑 如 下 的 非 线 性 偏 微分 方程 i 
| 了 (za(s) ee ax), ea m 0, 2 © (2.1) 
其 中 F RÉ BAIE RR) C RÉ, UNEEN eo HR le| & m 
时 的 全 体 & 的 个 数 , 则 F(x,y) € CERN), LER R LEK 
RE K,F(x,y) 及 其 各 阶 导 数 在 Re x 天 EER. 
我 们 有 如 下 的 仿 线性 化 定理 ， Le 
定理 21 没 uech, p> dune s> sja (2.1) 


的 一 个 实 解 , 则 存在 象征 为 


P= Sy ÎE (a, Br) GEST G2) 
: Dex, :Bum JYe J ; 


的 仿 微分 算 子 PEOR), 使 得 
Pue) 一 D Tes Dru(x) E C (RHE), (23) 


ELEI 


算 子 ?的 主 象 征 是 
oa (P) = D GEX, (24) 


DIET) 
证 明 下 面 仅 对 uC) e Cr, 0 > 0 的 情形 加 以 证 明 。 当 
ue Htm s> 地 时 ,其 证 明 是 类 似 的 ， 
由 于 we Crt, p> 0， 故 对 jaj Sm 有 BE cetei c 
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cr, me Cou) € CES. 由 定理 14 知 


F (x,...， 一 >) Tor- Bsn (x) + Ra 


= Pu (x) f R(x), -< (2.5) 
其 中 R(x)€ C*。 注 意 到 w(x) 是 方程 (2.1) 的 解 ， 
则 i 
Pula) 一 —R(x) € C”, 
这 就 是 (2.3) 式 ,又 由 第 四 章 定理 2.8 知 ,微分 算 子 8 也 是 象征 为 
GE) 的 仿 微分 算 于 ,89 OP). 故 由 仿 微分 算 子 复合 定理 


HOB, To 384 是 是 象征 为 GE) 的 仿 微分 算 子 ， 所 以 Pe 
èrg 


Op(2>), CHERTEX Ca% 证 毕 ， 
注 Ho<m, 则 可 将 CS) 中 和 式 分 成 ll Emo 与 
18| > 六 一 p 两 部 分 ， 对 于 满足 18 & m —0 的 8 而 言 ， .相应 


的 T Ou € CHCC, FETAR ECHA RI R(«) es 


oo Pula) FARR Th Te du. (s), 仍 有 


Pultzx})e Cr, 
当 方程 《2.1) 是 毛线 性 或 半 线 性 时 .定理 2.1 的 结论 还 可 以 改 
H a 
”定理 2.2 # (2.1) 是 如 下 形式 的 拟 线性 方程 
D) Alr, bu, an OF ula) 


BCz ,Bo Jaena 0, T26) 
其 中 Ae 及 :8 满足 定理 2.1 中 对 的 很 设 条 件 , 又 设 nle) € ct, 
e> g OR Rtn, >g g) E OO SEM, RARE 
RF Din HORST P, 使 得 E 
Pule) € Ce (R H” ne (2.7) 
。137 。 


EP RÉ FER ， 
#67 0( 或 ;> 二) 时 


Pe D) Tad tY 2, Los 经 at J, Ta, 


ifan BI=m ay aea iam- ANg 
(2.8) 
当 pco (或 :所 他) 时 | 
P= ST yo + 2 Ty 8s, (2.9) 
i P LORS ôsg . 
算 子 P 的 主 象征 为 
BY Ala, e8, )GE), (2.10) 
证 明 与 定理 2.1 一样; 我们 只 对 w(x)€ CP, p> 一 3 的 
情形 给 予 证 明 . | i 


i .由 w(x) € CrP+tm 知 , 当 81 Lm i RE ful) € Cetak 
t 从 而 Ag (xz，… Ou, re Jaami E CER 注意 到 
(ze) 与 Oula) 的 Hilder 指数 之 和 至 少 为 2 p 十 
1 > 0, 改 由 第 三 章 定理 1.4 1. 


Aela., DATE TEE + Diam 1084 | 
= ne 十 了 bpu An Lu R, PF 0, (2.11) 
T apu + Ri, e&0, 

其 中 R: € gun 另 一 方面 ， B(x, 和 Yu, Le Jaggi € Cemi 
对 它 应 用 定理 LI 有 

Bla, 8n, Jima 2. Tos Our Rite), (2.42) 
其 中 Re Cr, HERRIRA (26), ME e <0 时 得 到 了 定 
理 ， 

又 当 pP 盖 0 时 ,对 Aplx,…,5%x,..，) 再 作 仿 线 竹 化 
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T pA R PE Jaana T e, [ >] Ton, Fu (x) + r| 


rem —1 ay 


=T , “e B74(x) + R 十 Tabi (2.13) 
à a 


(Ba Fr 
ABAE], RECPrH, TRE CCCzH R E Cr, 故 由 
(2.10)— (2.13) 即 知 定理 在 p > 0 时 也 或 立 。 证 毕 。 
用 同样 的 方法 可 以 考虑 半 线 性 方程 
2: aats) Ou 一 B(x, #,°""s fu, nx DETR 


的 仿 线 性 化 ,是 可 得 到 比 定理 22 更 好 的 结果 。 Be 所 在 空间 
的 指标 可 进一步 减弱 ,而 P 可 属于 正则 性 更 好 的 仿 微 分 算 子 类 , 且 
Pula) 属于 更 高 指标 的 函数 类 ,读者 可 以 作为 综 习 讨论 此 种 情形 ， 


若 F(x,y) 是 C” 函 数量 满足 定理 2.1 中 条 件 .又 设 5> 5 


k AIRE, D = {x € R" ,x = 0} WRR ui (x) € HAE) 
于 一 1 -RN 时 可 推 知 Flr, Ce), -egun (x)) € RAN 
[Al]>, 当 p> 0, 天 为 非 负 整 数 时 , 若 4x) € C LA KM 
结论 。 于 是 利用 第 三 章 定 理 3.1 可 知 ,定理 2.1 的 结论 对 实 函数 解 


ula) E HRE), s> = 仍 成 立 , 只 不 过 此 时 (2.3) R% Pul) 


27 一 下 大 


Fr bon 

利用 上 面 一 些 仿 线性 化 结果 ,在 忽略 挤 正 则 性 较 高 的 项 以 后 ， 
一 个 非 线性 方程 就 可 以 化 成 一 个 念 微 分 方程 。 这样， 研究 非 线性 
方程 解 的 正则 性 就 化 为 相应 的 念 微分 方程 解 的 正则 性 的 讨论 ， 而 
后 者 已 可 以 说 是 属于 线性 问题 的 范畴 了 ， 

$ 3. 非 0” 函数 的 仿 线 性 化 及 
仿 复合 算 于 概念 
3.1 非 C° 函数 的 仿 线性 化 
M F(y) HAE C° 函数 时 ,也 可 得 到 类 似 于 定理 LI 的 结果 ， 
179 


Dee mme came esters cerner me Au Ponte 


此 时 ,如 象 证 明定 理 1.1 时 需要 第 一 章 的 逼近 定理 4.1 那样， 我们 
在 这 里 需要 第 一 章 的 还 近 定理 42, 

- 定理 3.1 设 Fly) EC°(RN), oo 之 1 wiltx)€ Cr (R*), 
Pp>0,i—=1,-..,N, 则 


y 
{ N = 
FGu'{x), see, u"(x)) >» l Tee. Gta pr ru Nr Dai (x) 
j= 


+ Fiolsaw) + Rx), (3.1) 
其 中 {F4} 为 P 在 Re 中 所 作 的 环形 分 解 ，R(s) € CPH, s = 
min(e — 1,9 + D). 


n 


# FeR), >42 oo ui(x) € HT (R"), sr. :, 则 (3.1) 


n 


DRIM RENH", s = min G1, + + 1), 


证 明 记 u(x) 一 (CROP CDR 故 Fu, ,u\)= 
Fou, 对 它 进 行 环形 分 解 得 
Fou =» (SF)ou + D>) Fion, (3.2) 
i>e . 
对 Frou 用 ODRE 
Fou = (SF) on 十 DiIFiolSon) 


+ ZA FRS) — Fols]. (3.3) 


将 上 式 右面 的 二 重 和 式 分 解 成 0< <k- 1 与 1 > A 两 部 分 ， 
我 们 有 
Df D tre (Su) — Fe Go 


t>o U&I- 


= D iF (San) — Fio (Sw)], 


t>0 
D D IFyo(Sinu) — Fyo(Sm)] 
kao iA 
T > Sipit o 
ET (E, F K kr ( A Pa) CSa] 


. i40 ° 


tam a a a ous où 


nl > 《Sr F En SF) o (Sitt) 
120 
— DSF — SF) (Sn), 
ô 


将 它们 代 和 人 《3.3) 式 得 oo 
Fou = (SıF)o u + 2 LCF) CS) — (SF )o(Sru8)] 


+ 2 Fo (Ssu) + 2 LES F) CSu) 


= (SE) (Su) 1. 
再 对 (5oF)ow 用 (1.2) 式 即 知 
Fou 一 > Fx°(Sxn) 十 2 [Sin F) CSa) 
= (Sin) o(Su)] + (SaF )o (Sou). (3.4) 
Hi Fec R ue CCH, oo> 1, p> 0, 
BA, (SF }o(Sun) € Cr+ ， 这 一 项 可 归 人 《3.1) HR ZT, 
再 比较 (3.4) 及 (3.1) 可 知 , 关 键 在 于 处 理 〈3.4) 式 中 第 二 个 和 式 . 
利用 定理 1.1 的 证 明 方 法 ,i 记 
(SF DOCS int) — (Sr F) CSu) = r; t+ Sin CF ou) + ti, 
其 中 符号 “.” 表 示 R EMMA, DS- (Fos) -u RE (3.1) 
J>0 
中 的 仿 积 ， 币 
= f (Sina PY CSu + (1 — HS) ds — Si-n (F'ou), 
于 是 只 要 证 明 
116sr 中 = < C2 leie) 
成 立 , 则 定理 结论 成 立 ， 
与 定理 1.1 相仿 , 记 


i À 
Pi f CSi F) (tS + (1—#)5m)d7— (Sn FY OCS), : 
IL, 一 Sin CF' ou) 一 Sr P’ ou), 
I, = Sin(F'on) — (Si F) CS), 
H F oug C 知 foile < Carriere), 市 由 (Sa FY = 
SaF, 用 第 一 章 定 理 4.2 的 《4.13) RAIN jer C2, 
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于 是 ,我 们 只 要 让 明 
是 ， JR lêle 之 Ca2 179) (3.5) 


成 立 ， 为 此 ,注意 到 (Sur) = Sur", DEL RA 
L= [k (:— Daf! CSF CSu + sim 十 《1 一 Duas] ETS 
(3.6) 
当 & 一 0 时 ,分 为 如 下 三 种 情形 分 别人 知之 ， 
(1) go 一 1 沁 1 时 ,因为 RecC ao 一 2>0， 改 由 第 一 
章 $2 知 
ICSi Do (Sin + stu, 十 a 924) 
< lS F” P Re) SC, 
从 而 Ie & Ciele < C27 CI, 
(2) 0 之 0 一 1 之 1 时 , 因 F'ect, o—1>0, 故 
ICS F” (Sm + stu; + (1 一 32 


L olRy) 


LRG 


< DCS" l,e < Ta Ge 


从 而 Ilze < C2 eG p+D < C2 SFR) < Cr", 
(3) 5 一 1 一 1 时 ，s 一 1, 于 是 对 任意 ?之 0 有 
ICS: FD CS + stm + (1 一 sju) hy 


<| CS | < C2, 


LR Le D 
从 而 lp <C, IHD € CI, 
由 此 , 当 & = 二 0 时 (3.5): 成 立 . 
当 4 一 之 ?十 1 时 ,i 记 & = Su + stut (1 — s), MAN 
象 由 第 一 章 定理 4.2 证 明 及 其 后 的 注 可 知 . 
ISP Jew) = D Copal (SP ou] wa w, 


ateta, Ea 
tal: qll | 
(ESC F Jowl < CH rao, 


FEdMe+1>0-—2Hf 


TOA MIPE = e—a D] y ie < 2soat- p—1) < {ele 
Mp+i<o-2Hf 
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Jô lelies & 2 Due < 20079, 
总 之 , 当 jel > e 十 1 时 (3.5) 式 成 立 .再 用 Gagliardo-Nirenberg 
不 等 式 就 知 (3.5) 对 任意 we N" 成 立 ， 
类 似 地 可 得 本 定理 第 二 部 分 的 结论 。 证 毕 。 


3.2 #(0) 上 的 仿 复合 算 子 
比较 定理 3.1 和 定理 1.1 的 结论 当 卫 非 C” 时 , 在 仿 线 性 化 过 
程 中 增加 了 一 项 D Pke(Stz) ,我 们 希望 ,在 某 种 正则 性 误差 所 多 
k>0 


许 的 范 国内 ，>) Fao(54w》 可 以 作为 复合 算 子 的 一 种 冰 近 ， 第 三 
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章 中 当 我 们 用 仿 积 算 子 去 替代 乘积 算 子 时 也 是 这 样 做 的 . 

根据 今后 的 需要 ， 我 们 将 限于 讨论 坐标 变换 这 种 最 简单 而 又 
最 为 重要 的 复合 情形 ， 并 引 人 仿 复 会 算 子 的 概念 。 这 种 算 子 作用 
TRM e) 上 以 后 ,本 质 上 就 是 上 述 的 D Fi o Cu) (RAR TP 


的 忆 要 改 成 现在 所 考虑 的 函 教 v, 而 和 式 中 的 变 改 成 坐标 变换 
ER z) ,并且 它 与 仿 积 一 样 可 以 保持 u) 的 原 有 正则 性 ,而 不 受 
可 能 只 具有 较 差 光滑 性 的 坐标 变换 函数 X 的 影响 。 本 章 中 我 们 主 
要 讨论 在 R" 中 的 开 集 上 由 坐标 变换 所 诱导 的 仿 复合 算 子 ,并 先 对 
有 具 紧 支 集 的 分 布 定 义 仿 复 食 算 子 ， 然 后 再 推广 到 一 般 的 情形 . 
先 引 入 一 些 有 关 的 记号 , 设 91, 9: 是 R" 中 两 个 给 定 的 区 域 ， 
X: Q, — Q, 是 一 个 CAE, 07 0, 又 设 ueg (@), 


PERS AGO ERÉGMAG) = 2 nile), supp CC, 其 


tH C; 如 第 一 章 (1. 1) 所 示 。 ELARA X:y>x 下 ， 相 应 
的 对 偶 变 量 1,6 之 间 有 关系 3 一 《2 O), E), 从 而 可 选取 适当 大 
RI E> 1、，X CK) HR CiIC9， 使 对 任意 yea, EEG, 
A nE C = iy; E S nl S Hy, 
取 A € CF(Q), BE ICK) 的 邻 域 上 为 1， À Lx, 
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由 于 在 仿 线性 化 处 理 中 往往 会 去 正则 性 较 高 的 项 ， 所 以 我 们 更 关 
心 wex 的 奇 谱 ( 波 前 集 ), 而 由 奇 谱 的 性 质 知 
W ECCO XDE): (XO), DWF(5} 

《参见 1Q0C1]), AE, mo HEREC zh, 这 是 以 后 在 利用 
ujo 构造 seX 的 带 近 时 信 得 注意 的 事实 . 

我 们 又 取 (y) ecl), CE CCR) 的 一 邻 域 内 为 1, 而 
使 上 述 dy) 在 suppy 之 邻 域内 为 1， 

定义 31 设 # 太 X 如 上 ， OW)E CPC91), CE IK) % 
EA E, 作 i 


Lu = D {puroX) (3.7) 
R 


Hh DIREA [zl 一 Dos MAKER à BRE v 的 


谱 与 环 体 C 相交 的 那些 项 。 由 第 一 章 知道 ,这 个 和 中 被 加 项 的 数 
ERES ERRER 2N + 1， 
我 们 称 x* 为 仿 揽 合算 子 , 显 然 , 它 是 一 个 线性 算 子 。 


在 允许 相差 一 个 P 正则 算 子 的 约定 下 , 《3.7) 右边 也 可 以 用 
2 CoGeeSE)l 来 代 蔡 ,其 中 TZ = dix 如 前 所 述 ,事实 上 ， 记 


Ru 一 之 [punoX) — blos) lrs 


则 其 中 第 项 的 谱 在 Ci 之 中 , 且 由 于 p(w4oX) = plut), ik 
[pms oF) 一 pusoSE) llle 
S Ci - E — Satih» 
& C2IR +D as Ca Ata 
Egluro X) 一 Carosi) leho 
S Cllugh + IŽ — Skål. 
< Te i eiin pon T a 
E Dci <, 因此 由 第 一 章 知 ， 当 nE C 时 ， Ru € Cre, 当 
MEHR, Rue H, 这 就 表示 上 是 一 个 P 正则 算 子 。 


t Hga 


于 是 仿 复合 算 子 也 可 定义 为 
Xu = D iplus). (3.8) 
4 


在 下 面 的 引 理 3.2 中 ,还 将 看 到 , 当 5 十 >0 或 “十 p>0 
时 ，,X*z 与 J 访 ) moli) 实际 上 也 只 相差 一 个 P 正则 算 子 . 
k=0 


若 将 仿 积 的 定义 1.2 FR 
Tiu 一 21 Se- NG * Hp 


并 与 (3.7) 式 相 比 较 ， 我 们 可 以 看 到 访 桶 法 算 子 与 仿 复合 算 子 的 
定义 方式 有 一 个 共同 特点 , 即 通过 定义 象 元 素 〈7Tw 4) 的 环 
形 分 解 的 每 一 项 来 确定 这 个 象 元素 ， 而 此 环形 分 解 中 的 每 一 项 用 
下 述 方式 只 涉及 到 原 象 u 的 环形 分 解 的 有 限 项 : 具体 地 说 ， 如 果 
我 们 有 一 个 线性 算 子 工 ， 则 利用 环形 分 解 技 术 可 以 诱导 出 另 一 个 

cr D Gus 39) 


EERON 可 表示 某 个 环形 分 解 的 第 不 项， 也 可 羽 是 谱 含 于 某 个 环 
体 序列 的 第 太 个 环 体 中 的 项 ， 如 在 定义 3.1 中 它 被 取 为 f: ](4。 当 
LE 上 一 L* 的 连续 映射 时 , <E H —> H 的 连续 映射 ， 又 车 
LE L> L” HÈRE, ZE C* 一 C? 的 固 续 喘 射 ,这 一 点 
将 有 助 于 我 们 理解 定义 3.1 的 由 来 与 其 含义 。 

上 面 所 定义 的 仿 复 合算 于 2%, 形式 上 还 依赖 于 40) UE 
{Cx} , {CG} 的 选取 ,因此 ,为 了 说 明 上 述 定义 的 合理 性 ,我们 还 将 
证 明 在 允许 相差 一 个 p- 正则 算 子 的 意义 下 ,上 述 定 义 不 依 赖 于 风 
及 ICh {Č} 的 选取 ， 

我 们 先 证 明 如 下 的 重 裁 引 理 . 该 引 理 的 结 沦 及 证 明 因 想 将 在 
下 面 对 仿 复合 算 子 的 讨论 中 经 常用 到 ， 

313.1 ig ve C*(@,), 县 supp oCCi, #, h Eca), 
HAE supo 邻 域 中 为 1 记 À = x ANAE 3.1 中 引入 
的 常数 , 它 表 示 环 体 序列 {Ci} 中 和 任 一 环 体 Gi 与 环 体 序列 {Ci} 中 


e lé“ 


诸 环 体 相交 的 最 大 数 , 则 有 如 下 结论 : 
(1) ALIANE VEN 有 


ICES) lhe K Cpm O) |g fre (3.10) 
及 
Cp vas < Eae ioo (3.11) 
(2) 当 一 1 志和 ?17 一 N 一 1 时 ,对 YmEN 有 
[EUes], < cernes 3.12) 
par À 
及 
了 
[E cest, | < crime, - (143) 
. p= \ 
其 中 大 是 适当 大 的 正 整 数 , 且 . 
Um 一 p) 一 p MA ps 
0, nm < P. 


证 明 先 证 结论 (1) 中 两 个 估计 式 , 设 >j + N + Le pE) 
为 第 一 章 定理 L1 中 引信 的 函数 , 则 按 环形 分 解 定义 有 
Wi(y) = (hCuos,£)); (y) 
= S eI d'dn, C3.14) 
HELAN Si8 也 是 同 鹭 的。 又 取 AOE C7, WEG 上 为 
1, 则 由 supp oC Ch 知 
vs) = Jeep (aise (z)dzdE, 


取 + 一 SC)7， 并 将 它 代 人 上 式 得 
WG) 一 | es Tr DDO De Op y Yep, (27E) 


+ p22 vs) dzdsdy' dn, 
EN, n€ C, 而 由 € supp 出 A ONEEC, RENREN 
可 知 OE 又 由 于 3 是 下 的 通 近 ,在 大 充分 大 时 必用 
SONE En BÆRE H RECANE HET 
L = 一 让 人 CSAX GIE — nl [CSE) E — nl * Oy 
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1 来 估计 WO). MER me N, 可 以 将 WG) 写成 
W,(y) == | eratan -oroen en[ CL) mply’)] 


+ A(27E)p(2"n)v(z)dzdEdy dm. (3.15) 
于 是 ,我 们 首先 要 估计 
mx 37,5) = ELSON. 
为 简单 起 见 , 记 工 = ANON ,4,5)9,， 于 是 
amay ss) = mea ; Croot n (Op) OA) -$ - (OPA) s 
Gamaly m E) 关于 3 站 是 一 m KERKE BETERE. + lal 
< 1 fit RAR Fourier 级 数 展开 去 掉 这 个 限制 
4 EPt (nf LR me fol, 显然 有 lanal E) 
<C RH m> [Lol 时 ,有 
NO CL Dre < c2 T CMD vir] < m. 
将 ACEI) nE) 视 为 4Cz sm,5) 5 2 = NO 的 复 
合 ,并 注意 到 4 是 < 的 C” 函数, 则 由 
DPA) 37,8) 
~ ZX Cut") CSC) CCE CD) 


apota m 


1<g<lrl 
知 
lapale < C2 0) virje m, 

所 以 , 当 m> Lol 时 

lamaly’ sn) & C2tm 
这 样 当 [El 十 nl i 时 ,我 们 得 到 估计 式 

VomA 7,8): E CRO, (3.16) 

为 除去 LEP + alt LAURE, 注意 到 aus :区 RTE 
的 一 m 次 正 齐 次 性 , 令 了 一 2 E = 275, ， 即 可 有 

BC aE) = amO 39 )， 
H ECG 及 EEG Mn, RTK G, AAH Fourier 级 数 展 
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开 , 有 
ain) = D ar (yet else, 
2,8 
由 于 JEPE nl 1, K qu Con, ED 有 (3.16) 的 估计， 
另外 ,因为 emaly on ,5) 中 的 wf ERTRÉ, O amxly on €) 
RTE 求 导 后 易 知 此 导数 也 有 (3.16) 形式 的 估计 ,从 而 利用 
azh) = r) (amal sge ee gE d 
= ay (+ lal + 187 A 一 Ac 
. amal FoR Eert e dE dr", 

易 得 : 

D laglo < C2, (3.17) 

3,8 


KER Fourier 级 数 展开 代 人 (3.15) 式 


Wi) = RD] eann CSS 一 了 的 ag (C2) et lie 
osp 


; e Bng, CTDp(2 n)r (nd) drdy dnd£ 
2 ' 
Wia) = 27 D) oye agh + (Fosa). 
CELA 


此 处 由 二 etal) 所 确定 ， 故 DO) = v(# + 27e), HE 
又 可 得 5h = loh 及 hie = Dole. 
因此 有 
Will < c27” > lazhi. > WoS. 


S Cnt S 
< C2 2-4 olo, 
这 就 是 (3.11) 式 ， 
为 得 (3.10) 式 ,改写 
Wi(y) = 27" Dilani * (DoT)1 kf, 


f{y) = feep) 27 Baay 


= 2 (eop) ey = 21 (21y + 8), 
因此 
Mle = 27 18y + lay = (Oa € c, 
从 而 
lie < 27" D NestlenlyosRlee + Ms 


< C2 mm lgl L Cno] pe, 

EN (310) 式 ,于 是 定理 的 结论 (1) 成立。 证 毕 
DRE (2), Hit LUE -1</<I<j—N—I, 
将 D (p(yo5i2)), 如 上 面 那 梯 也 表示 成 一 个 积分 , 且 记 为 
Vily), 易 知 Vily) 有 上 面 W;(y) RARE À 只 不 过 W;(y) 
BARA (3.15) 中 的 271) 要 用 pr) = 之 en) RE, 


因此 可 用 完全 一 样 的 方法 对 V,(y) 进行 估计 ,并 只 需 注意 到 由 条 
件 —1R ISIN 一 1 可 知 (277,27) 属于 某 紧 集 , 故 
相应 的 co on , €) 应 有 如 下 的 Fourier ARER. 


am Y mE) = 2-im 2 agh (y Det inte2 titan, 
MTNS EEE REA PES (3.12) (3.13) R, WER. 


引 理 3.2 设 wlwx) 及 变换 * 如 定义 3.1 之 前 所 述 ， Fe 
(或 GD), 且 +e>0( 或 *+o> 0), NA 


Ru 一 5 [b Curs) 一 D Cures) (3.18) 
4 t . 
所 确定 的 算 子 是 一 个 P 正则 算 子 。 


证 明 改写 
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Ru= $ {( >: - à) (gr Cuno SY)), } 


1 上 一 下 二 站 


-X £ Colus) 一 5 ; > Clu Sk). 
t gi- i DEAN +H 

记 1 = 5 CICORIA I 一 5 Ch Cure Sk 8) 
k>itN+i 


AIN —; 
WM Ru = — SL + IL). 


为 确定 起 见 , 下 面 仪 对 sE C 给 出 证 明 , 而 当 we H' ÉTRE 
是 业 忆 的。 
在 引 理 3.1 之 (3.10) 式 中 ， 取 m>pto, A3 L 中 的 一 
般 项 有 如 下 估计 
CAC ODA ee < C m22] PA PE 
< C2 m2 eue, 
FA ; 
lles S C272 m-e] y] = C2 A uler 
又 对 上 述 的 和 ,起 引 理 3.1 h (3.12) À, IL 中 的 一 般 项 有 如 
下 估计 
oOCakoSs 光 7 人 se C2 22m) lee 
o C2 ttrer, 


六 Mhl < C2™" et ula, 
再 注意 到 工 及 I 的 谱 均 在 之 中 ， 因 此 Rue ct, ERR 
R 是 p 正则 算 子 。 

定理 3.2 设 X 29, -> 9, 是 一 个 Co 闻 胚 变换 ，p> 0, 又 
设 uE S'(Q:), uE C, > 1, DE CF(Q) 在 X (suppu) 邻 
域 上 为 1, 则 

uox = X*u + Trol pO) R, (3.19) 

Ah RE CPHite, 8 = min(o — 1, p+ 1), 


REXHHN RER, r> “€ H, PE 1, H) 
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1319) 式 仍 成 立 。 而 RE HHH, 6° = min (一 = ee 


TA 

证 明 EEM 31 ph a= NN, 并 将 (3.1) 式 中 F 记 成 «, 而 
RARE 《组 ， TAR s1) 记 成 2, Li] 

uox = Tout + Duo (SX) + R (3.20) 
t>o 
再 注意 到 * REXEITA 27! (supp w) 上 为 1, 故 woX 可 以 用 
wo《gxX) 来 代替 ,从 而 上 式 又 可 写成 
uox = Turor (PX) + D) a (SubX) 十 R, 


4>0 
FALASIXÆ 3.2 以 及 《3.8) 式 , 即 得 (3.19). 
关于 及 的 光滑 性 的 估计 已 在 定理 3.1 HAE. 
定理 33 设 ze CH, p> 0 为 如 前 的 坐标 变换 ，supp uc 
KE w(x)t C (R H), o 0G€ R}, 
则 
X*u e C° (Œ H’), 8.21) 
证 明 由 (3.9) 式 
X*u = Dy [s(noX) le, 


显然 LdC) l 的 谱 企 较 大 的 Ci 之 内 :因此 只 要 对 [w(wkox) le 
HIT L7 训 E 估计， 
设 uE H, KaueL B Iele s c2, (Eci) < Clak,, 
从 而 dot) € L?。 再 按 第 一 章 定理 1.2 有 
pln: ON Ect, er) CleGooz)lk， 
由 X 的 司 胚 性 和 一 次 可 微 性 .上述 右 端 被 cilletj 所 控制 .于 是 , 因 
为 N 是 一 个 与 多 无 关 的 有 限 数 ,有 


k+N ktn 
lid Gaala D Hp ehs De 
f=i-N ETES] 


< Cible Dlh S Cluslo & € - ce27#, 
Eei < 中， 这 就 表示 ue H, 


. 151e 


同样 可 证 当 we C°,0 > 0 hf, Xue C°, TER, 

利用 这 个 定理 发 仿 积 的 旗 质 ， 再 一 次 来 观察 一 下 基本 公式 
(3.19), 就 可 得 到 这 样 的 事实 : ”除了 具 较 高 正则 性 的 余 项 以 外 ， 
uol 被 分 成 了 两 部 分 , 一 项 是 Xu, 它 家 达 了 «的 光滑 性 ， 而 较 少 
受 xX 的 光滑 性 的 影响 , 一 项 是 Tror, CRAT XH, m 
RD a 的 光滑 性 的 影响 。 这 种 分 解 恰 与 第 三 章 中 将 乘积 ax À 
示 成 Tau, To 与 余 项 之 和 相 类 似 . 

下 面 三 个 定理 开明 ,在 相差 一 个 正则 算 子 下 , 由 《3.9) TE 
义 的 仿 复合 算 子 不 依赖 于 gly) {Ci}, {Ci} HARER. 

定理 3.4 ìk wt C'(R H), suppaCK 紧 集 ，X 为 如 前 的 
Cer 变换，p>> 0, Mi p,d'E CTC), CTEK) Sith 
为 1。 则 

Lu 一 Lu = 之 LG — p) Cox) 


是 一 个 无 穷 正 则 算 子 ， 

证 明 Hi 9m，q%eC2(9)， 使 得 在 入 的 邻 域 中 四 一 1, 在 
supp œ 的 邻 域 中 py 一 4, 月 在 supp Q — gp) E, pox= l, 
于 是 

X*u — Xn = > LCD — p) wrx)] 


| = DIGG — 4) (piga)a2)ls (3.22) 
按 环形 分 解 定义 | 
PCan) Ge) 一 Í es (x)qu(a)p(2"tE)u(s)drdE, 


其 中 yp(#) 由 第 一 章 定 理 LI 中 所 示 . 注 意 到 此 积分 中 > — 7 #0, 
于 是 用 稳定 位 相 方法 ,对 任意 ie N。 有 
pi (Paal) = DA | ee [ie 一切] 条 Co 
X pO) 2) drdE, 
现 取 ! 适当 大 ， 使 得 上 述 积分 中 关于 z 的 积分 收敛 ， 而 上 述 积分 
中 关于 点 的 积分 仅 在 supp p QE) 上 进行 . 所 以 上 述 积分 收 化 
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且 有 
lp lp) < C270, 


于 是 ,由 i 的 任意 性 及 定理 3.3 知 Ku— L°ne CT, BA x x” 
是 一 个 无 穷 正 则 算 子 。 

定理 35 KESE ur) 的 环形 分 解 与 环 体 序列 (Ci), M 

应 地 作出 两 个 丈 体 序列 {CC} Re LC), 设 对 应 于 它们 常数 为 及 

R, 按 (3.7) 可 作出 X*u Je Xu, 则 te* 一 和 是 一 个 e 正则 牌子 

证 明 由 (3.8) 式 ,我 们 只 要 证 明 如 下 确定 的 算 子 R: 

Ru = D ILE CuS) — Lo Cesl} (G3.23) 


Li 
是 一 个 正则 算 子 ， 且 不 妨 设 hA l 分 别 相应 于 环 体 序列 
{C} 及 {Ei} 所 取 , 记 
TR = Lp luos) la CACIT AIR 
它 的 谱 包 含 在 一 个 更 大 的 环 体 CX 之 内 《名 可 以 通过 增加 〔1.1) 
式 中 的 常数 上 而 得 到 ) ,于 是 
r= > Cp (uo ONE 5 , (h (uros) 


ANETGREN i Nainki 


= ( > — CICLADI 


4 >.) 


x (2 a i JOCS) 
， 人 -NI 
p> Cues); 一 2 CICIT 
pktN’+! DENT 
+ 2i CICRII SDI = pa Cp Cmo S) 


三 I 一 十 HI IV, 
设 uec, Kipi CCS) TRAE 3.1 的 
C3IR, HR m>p,m> poto, 
I Cpls ire < Ca roa Na [Le 
< Cm2 rA uleg 
从 而 


lle & Cm2 RP Rule 一 Ca allee, 
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同样 有 | 
lle = Cm2 lue, 


对 IN, IV 可 用 引 理 3.1 ch (3.12) 式 得 ; 
Hle & C2 2h u < Cm2 Aae 


IIV iee < Cm2 alles, 
综 上 估计， 就 有 relie < C2 PF ule, [RE Ka — Tu 一 
5) FÉ Gate: 
4 

类 但 地 ; 当 we 了 了 时， 用 引 理 3.1 中 《3.11) R (3.13) RAI 
Lu — Lu e H't?. 

K x — 2 fe 正则 算 子 ， 证 毕 。 

定理 3.6 设 Due Du Eux) 的 两 个 不 同 的 环形 分 

4 + 

解 。 相 应 的 环 休 序 列 为 {Cf} R {CE}. RE {Ch} 为 另 一 环 体 序 
列 ,使 得 wi 与 由 的 谱 包 含 在 Ci 之 内 . 按 {Ci} 作出 相应 的 LCi}。 
EHET CG) 与 {Cx ,Cl 按 (3.7) 式 作 

Lu 一 DY [PGi YO 2 CIC 
则 2° — xr” 是 一 个 p 正 则 算 子 ， 

证 明 首先 注意 ,给 定 了 {Ct} RICE}, 定理 中 的 {C4} 是 容 
易 构 造 的 。 

设 ue C, HiB v= m u W Dyo m0, H 

4 


r'u — "u= D DL Dh D (xD) 
4 k Len 
= 5 ( >53 一 >) (1070927 


k MRN i 


c 2 UOS, 


CERTES 
i kot 


AC (02) 


+1549 


kel- 


> 74 jez). 


=- ÿ; (+ ( 5 #4) 

记 T 

x 7 == S Vas t= >; Pte 
N-i >it N+ 


所 以 
a — Lu = — D, Ch (rx) hi — 2 (pGoX)). (3.24) 


ERA re Dunre Dn-XDau=- Le 
igis N = A<I-N-1 于 PP 一 各 
从 而 
supp CE, [E] #2 NN {Sr TN JEL) 
Ce UE [El Sh 
同样 可 知 supp ICE; E+NEL < A g ND 又 写 
blroX) e 由 (ro3i) Eg p{CroX) Re ros) b 
所 以 对 《gp《ro5;X))， 可 用 引 理 3.1 p (3.10) 估计 , 且 取 m> 0, 
Mm> pp 十 G、 有 
HépCroS A) he < C2 2m re < CHa, 


Np{ Cro) — (roS À) Pile < Clib(roZ) — Cros;ž) lg. 
S > Cile {Co4o£) 一 Crest?) Hz. 
igl-A 1 
<c D, ivili — SÂllLe 
4&I-N 一 ] 
Z C TOT et] el ee 
< Caer 
所 以 
| LOR < C2 EN alle, 
对 于 Illl 也 有 同样 的 估计 式 , 于 是 
Lu — LE Cte, 
FIRE, ue H' 时 , 可 得 Au — Vue Het, 因此 和 好 一 Xi 
是 一 个 e 正则 算 子 。 证 毕 。 
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3.3 Z0) 上 的 访 复合 算 子 

利用 上 天 在 (Qi) 上 定义 的 仿 复 合算 子 ， 可 以 推广 到 在 
D'(0,) 上 . - 

定义 3.2 ik ue Z(O), (U; ye 是 Q 二 的 一 个 局 部 有 限 
UE, (pie, 是 依从 于 此 升 覆 姜 的 一 个 5 单 们 分解， 又 在 
Q 上 取 一 个 局 部 有 限 的 函数 旗 {dihies, die CE OU; HE 
supp (pX) 邻近 为 1, FE 


Ku = D pX lp). (3.25) 
iej 


MEK 为 定义 在 DO) FTESAT. 

注 因为 pued (Q), W Cpu) 可 按 定 义 3.1 中 《3.7) 
REX., XA {bikes 局 部 有 限 , 帮 (3.25) 中 和 式 有 意义 . 

下 面 定理 表 肖 ,在 相差 一 个 局 部 的 ?2 正则 算 子 下 ,上 述 定 义 不 
依赖 于 {0;}); {qui}, Cdi} 及 iX) 的 具体 选取 . 

定理 3.7 设 有 两 组 [Ui mp, di. oher 及 {Un qi, dr, 
Xe RER (3.25) EXTRA X R X, N x a” 是 一 个 
局 部 的 6 正则 算 子 , 即 当 uE Mia (R Cia) hi, Xn — Xue Hix 
(RCE, . 

证 明 KARKR TEIH K hen, 使 UK, = 2, TÆ 


Re CAT) 式 可 在 ZK) 上 定义 一 个 从 又 对 任意 i， 存在 i 使 
supp Pj; 忆 K:， 于 是 由 定理 3.4 一 定理 36, 在 相差 一 个 正则 算 子 
下 ,可 用 邓 代 替 Z, 对 Xr 也 有 同样 的 结论 . 

BAT 4, Lu € D (0) , 故 对 9 中 任意 紧 集 M 及 "< CCM), 
Lu, L'u 作为 分 布 作 用 于 e BAER (Ku, v) R (X°u, v), 
NA BIS J ELHA JM) 及 LOM) 有 有关， 即 对 
jEJ (M). 必 有 UiNXCM) # Ø; MIEL CM), BA UIN 
LLM) 天 BB， 这 样 可 在 {Ki hen 中 取 到 一 个 Ki, 使 得 KZ U 


1€ JM) 


supp 及 K;D |] supp pti， 从 而 在 相差 一 个 p 正则 算 子 下 ,可 
TEEM) 


e 456% 


作出 47, AL ARRE Raho B [jn 
再 作 
Fu 一 5 dite 2A). (3.26) 


E i 
对 上 述 任意 紧 池 集邮 及 vE CCM), ZRU FAI ER 
CO 一 Ku, vy = (Xu — Lu v) + Eu — uv), 
RJE g= ku — Du, g = tu Lu, 这 样 问题 就 归结 为 证 明 
M aE Ciel) 或 Hilh) HF, g, g E CR (O) 或 Hia la), 
WEE ue CO) , 有 
Co Ek SY pix* qe) + {go}, (3.27) 


1€JCK) 
从 本 定理 证 明 时 的 涪 明 知道 ， gE CA). 
又 因 wi 与 $i 在 《pip)oX 之 邻 域 中 均 为 1, 由 定理 3.4, 在 
《3.26) 中 用 DRE df 后 仅 差 一 个 CR 算 子 , 即 
人 《CR 


Je JM) 


同 理 ,在 差 一 个 CR 算 子 下 ,上 述 po 可 用 p 代替 ,于 
(Etu, v) = D oom, o) + Cer, wY, gE CERLO). 


EJM . 
(3.28) 
比较 (3.27) 5 (3.28) 两 式 , 得 
Cu 一 Ky, v) = lg 一 ge), 
其 中 g — gE CC), BI ge Cr"(Q,), 
局 样 可 证 g'e Cta). 
又 当 4€ Hioe(8,) 时 ,用 和 上 面 同 样 的 推理 可 知 8g, gE 
HA(81)， 因 此 一 X* 是 一 个 局 部 。 正则 算 子 。 证 毕 . 
在 本 节 最 后 ， 我 们 还 朗 指 岂 ， 对 于 上 述 定 义 在 2'(0;) 上 的 
仿 复合 算 子 , 仍 成 立定 理 3.2 及 定理 3.3, 
事实 上 ,直接 由 定义 式 〔3.25) 可 知 
XA Chto( Qs) 一 Choc (Q) 
Hio lQ) — Hil) (3.29) 
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为 得 C3. 19) 类 型 的 等 式 ， 取 定 EEN 3.2 中 的 一 给 {Ui, qi, i jess 
则 由 《3.19) 式 有 
(pu)ox = XËspiu + T'égjuy orl hX) + R;, 
其 中 R;€ Crtits (或 Horey 于 是 
uox = >: Pi (piu) oN) = > Dix qu 


十 > PT (pm) ox ;X + Dé, 
1 i 


由 《3.25) 式 及 第 四 章 定义 2.2 中 的 注 2, LARE 
uox = X*u + Too +R, (3.30) 
KR ReCR'*t: (或 Hire), 


$ 4. 仿 复 合算 子 的 运算 


仿 复 合算 子 的 最 基本 性 质 已 车 上 节 定 理 3.3 及 《3.29) 给 出 ， 
即 它 保 持 所 作用 通 数 的 正则 性 质 ， 而 它 和 复合 算 子 之 闻 的 关系 由 
《3.19) 及 《3.30) 表 出 。 在 本 节 中 我 们 要 给 出 三 个 关于 仿 复 合算 
子 与 其 他 算 子 的 复合 运算 规则 , 即 两 个 复合 算 子 的 复合 运算 , 仿 复 
合算 子 与 仿 微分 算 子 的 复合 运算 以 及 仿 复合 算 子 与 C” 非 线性 放 
数 的 复合 运算 ,这 些 运算 规则 在 我 们 应 用 仿 复合 算 子 时 是 必需 的 ， 

为 着 叙述 方便 ,对 前 两 个 复合 运算 在 好 '(9:) 上 证 明 , 然 后 再 
用 上 节 最 后 一 段 所 叙述 的 方法 推广 到 Z'(Q.) 上， 

定理 41 设 为 : 8: 一 9， 及 X:0,-+0, 是 两 个 CCH 类 的 
RER, p> 0, uE #'(0:), suppuCK 紧 集 , 且 ue C" (或 H')， 
pE CPO), HE GCK) 的 邻 域 吕 上 为 1, 则 

XtpXts = (X4 )*u + Ru, (4.1) 

HRR Ee 正则 算 子 ， 


证 明 it se Hr， 取 0， 上 的 环形 分 解 > ma, AU 


环 体 序列 是 (CP), TEHKXK 2 用 上 所 述 方法 可 构造 出 Q: 
上 的 环 体 序列 {Ci}, 且 由 此 可 从 (3.7) 式 松 造 仿 复 合算 子 好 如 下 : 
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lju 一 D) Lp (Rha, (4.2) 


此 处 取 de C?(0.) 在 好 KE) 邻近 为 1, 且 supp CU, 
出 土 节 知道 ，[ 必 Gao) 的 谱 包 含 在 葛 大 的 环 体 {CP?} 之 
内 , 且 击 定理 3.3 的 证 明 中 的 估计 ， 按 第 一 章 定理 1.3 知 (4.2) 式 
的 右 端 实际 上 就 可 视 为 函数 Aa 让 应 于 环 体 序列 {CR} 的 环形 分 
RE. TEH {CP} RE 加 ' CK)》 及 变换 为 , 又 可 用 上 节 方 法 构 
造 Q, 上 的 环 体 序列 {CI}, 且 按 (3.7) 式 对 plu 可 定义 从 如 下 
XXE u 一 2 Lgs (La Ceko) J o 4)l, 、 (43) 


此 处 Me CFC), HE X (supp d) 邻近 为 1。 上 述 式 子 中 由 
的 作用 在 于 使 少 Mu 有 紧 支 集 , 从 而 可 按 《3.7) 定义 xr 
改写 上 式 如 下 
pu 一 2 L Chalo) )ot le + 之 Les (Rio) la, 


(4. D 


R; = l; + il; + Iig, se. Lx Ners 
其 中 nn 
h = {dn oh) li 一 PAC AIR : 
T = RACIAIS, ls = PACE AP 
IL = FAC À) ACAN 
由 于 h or Cro) yn) = dr Gex.) (Gh), 其 中 (do¥) 
EC? (A), HÆ CG) (K) 的 邻近 为 1， 因此 按 (3.7) 式 ， 
(4.4) 式 右 端 第 一 个 和 式 就 是 6x)*w， 且 记 Ru = D) ih (Rio 
XDD] 后 ，(4.4) REDA., 为 证 Ru€ 日 '+*， 归结 为 证 明 
[Rallo < ck2 7098), 过 0。 或 对 holl 和 I 有 同样 的 估 
if, yei 
因为 当 才 适当 大 时 和 到 RS, À SAAR i 
iles Casios lS — Žila, 
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S Cse * 278+ 
< CAN SE le 
= eula Xe «oo, 
(Ia es 8, <C | | sc.0,) < Cra steallyr, Ze < ©, 
-又 注意 到 ID 在 形式 上 和 定理 3.2 中 级 数 (3.18) 内 的 一 般 项 是 同 
样 的 。 因 此 ,完全 类 似 于 该 定理 之 证 明 ,就 有 
[le < ea2 88 lala Eei < 00, 
HAL, Mue C" RRE Rue ct, Mi REE 正则 算 
子 。 证 毕 。 
在 讨论 一 个 带 有 复合 算 子 的 非 线 性 偏 微 分 方程 时 ， 若 将 其 中 
非 线 任 方程 仿 线 性 化 , 县 对 复合 算 子 用 (3.19) 式 后 ， 必 然 会 出 现 
仿 复合 算 子 与 仿 微分 算 子 的 复合 运算 ， 我 们 现在 就 来 导出 这 一 运 
算 规 则 。 它 正 相当 于 报 微分 算 子 理论 中 熟知 的 拟 微 分 算 子 在 坐标 
变换 下 的 运算 规则 ， 
定理 42 设 X: 0, 一 9, 是 Ct! 同 胚 变换 , p 记 0, w€ C° 
或 H', supp wCKCCQ,), gE C? (O), 且 在 KK 的 邻近 为 1。 又 
设 象 征 Ke, ERr (9;)， 有 旺 它 关于 XX 有 紧 文集 ,相应 的 仿 微 分 
ETAT, 则 存在 T, 使 得 
- KPT u = TiX*w + Ru, (45) 
其 中 i(y, nE ECR) ,s = min Ca, po), Rẹ e — m 正则 算 子 . 
这 个 定理 的 证 明 较 长 ,为 了 帮助 理解 此 定 悍 证 明 的 基本 思想 ， 
我 们 先 回顾 一 下 关于 所 微分 算 子 在 C” 变 量 代 换 下 象征 运算 规则 
与 定理 证 明 的 主要 步骤 (参见 第 二 章 定 理 2.10 与 定理 2.3)。 
BAE LEA IGE) 为 象征 的 拟 微 分 算 子 


(Lu(w) = | ee Cw, E) u (x) dx 在 


作 变 量 代 换 r= x(z)， 则 LN (y) 可 写成 
(Au) (y) = | e ILDA (y) aJU CE) IX (a) | dzE, 
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Le PR mn Rs mm a GMA E E E E cernes uma às ana 


记 80,2) 一 f Clty + C — r)z)dt, E = gy, ju 
(As) {y} = faire Cy, z, q) u(X(x)}dzän, 


其 中 ely, z, n) =I), a)l gA, F eC z n) FE 
Taylor 展开 ,有 
oy, zs n) = cy, 9, n) Ty, 7) sO— YT 
yn) Ge ot A, a,n) 
从 而 分 别 计算 各 项 对 于 《Aw) (y) AJ HR AIT, ER, c' Cr, 
na 一 5) 的 贡献 过 | 
C'u = È eme (y, n) (z — 3) (XCD) dz 


= | er 2 di(y, n) (uoX) (x)dzèn, 


其 中 
dCY) = (—D)icly,n). 


又 通过 对 | ey a,n) wox) Caden 的 估计 可 知 , 这 一 项 


为 一 个 拟 微 分 算 子 对 (nox) 的 作用 ,而 且 随 着 4 -~ 十 oo , 算 于 的 阶 
BF 一 co。 写 出 算 子 o 象征 的 具体 表示 , 即 得 算 子 4 的 象征 的 渐 
ERA. 

定理 42 的 证 明 的 基本 步骤 也 是 这 样 ， 但 是 由 于 i{x; 9) 与 
L) BARRE C° 的 ， 就 需要 更 细致 的 处 理 。 我 们 的 作法 是 ， 从 
(4.5) 右 远 出 发 ,不 断 分 离 出 光 消 性 较 高 的 项 (但 不 一 定 无 穷 光 滑 》 
JJA Ru 中 ,最 后 将 (4.5) 右边 化 到 T Au 的 形式 ,同时 得 到 7 的 
表示 式 。 为 了 不 使 本 定理 的 证 明 过 订 完 长 ， 我 们 将 其 中 某 些 步 到 
提出 来 放 在 随后 的 引 理 4.2 rh. 

定理 4.2 的 证 明 人 先 没 (x, €) 关于 三 为 正 齐 m 次 ， 
CSN, ERR a, E) 关于 * 的 环形 分 解 的 前 项 之 和 ,于 是 
按 上 一 章 (1.11) 式 有 


-Jste 


Tu= >) 《SA wo Cx, Dar. 
去 


《SA-nwo Cx, Dur 的 谱 包 含 在 某 个 环 体 序列 {Ci} 的 第 个 环 体 
X*T m = D Le {CCSinl) Cx D) xi)oxHi (4.6) 
à ti DRE 


其 中 mec? (0) HE #7 Csuppd) HS} L 
《1) 记 
Axuly) = by) TO sl) (x, D) wr) oxX} 
-| P'S zp plz RE) 


-Sron t CXCy), E) > ugla) dede, (4.7) 
其 中 p()eC?, BE supp ep 附近 为 1 而 9 为 第 一 章 定 理 1.1 中 
所 给 出 的 党 数 。 取 加 (x)& C? (8,) 使 得 在 supp 几 的 某 邻 域 中 
有 中 (*) 一 1， 然 后 将 因子 上 一 Dix) + (1 — dfx)) 插入 (4.7) 
的 被 积 孙 数 之 中 ，Aruly)〉 即 可 分 解 为 两 个 积分 之 和 ;Bgw + 
Biu(y), 此 处 


Buly) 一 | ee Send (AG), E) 


i LS - riga (r)u,(x)drde, (4.8) 
ii Buly) ALERT ha) HA 1 — alr) 的 结果 。 

Hh K de tE, 在 Buy) th X(y) 一 x 0, FRIR 
稳定 位 相 法 ， 如 象 定理 3.4 中 证 明 那 样 ,有 

(Bielle & Ca2 TY, VIEN, 
从 而 2) [Bix(y)]xeC”, 这 表示 Bhw(y) 在 (4.6) 中 的 作用 
4 

仅 是 一 个 5 函数 ,从 而 可 将 它 并 人 《【〔《4.5) 的 余 项 Rw 之 中 , 这 样 ， 


在 下 面 的 讨论 中 均 可 用 Buly) 代替 Au y). 
(D 如 象 拟 微分 算 子 中 那样 作 变量 代 换 > = Le), 
记 
XCy) — Xz) = gly) + (y — 2), 
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POPEAIRICET DPI 
eO, 2) GETO METE (4.8) HERH E= ‘et 后 有 
Hs) | OAC 
(4.9) 
其 中 
PO 23m) = 6 CE CENY) San! CO), 879) 
© |detw Cy) | ~ Idetg[T, (4.10) 
在 (4.10) h, H SË RE x, 得 

Cilys za n) = 6 (27E Certn)) Sent Sr À Cy), gr n) 

* ]dets4 Ž' (y)| * Idetgalt, (4.11) 


其 中 ee Os = (SX) Gr + G — 9 2) di, 相应 地 , 记 


Can (y) = (etre, (y, z, mn (Ph CD) 


- u, (X(x)) drdn. (4.12) 
由 下 面 即 将 证 明 的 引 理 4.2 中 结论 (1) 知 
Buly) — Cup) € Cea 或 再 om (4.13) 
因此 , 将 对 应 的 余 项 并 人 《4.5) 的 Re 中 后 。 又 可 用 ckaky) RE 
Buy), 

(3) 由 于 Ci, z,n) 中 的 函数 S Z OEC”, AEX H 
(4.12) 所 示 的 cx u O) 可 不 在 氢 微 分 算 子 中 处 理 C° 变换 那样 讨 
论 , 即 对 cxCy,z, n) 关于 2 进行 Taylor 展开 ,但 此 处 我 们 仅 展开 
Zj k= [p] 阶 ,得 

cr Corn) = cr (sy 二) + ck Con) CG — 3) + eee 
+ ef lyan): Ce — y) + réf (poser), (4.14) 
其 中 | 
Gien) = CI Go + A — pme] — y, 


(4.15) 
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相应 地 , 记 
Ret (y) = | e r emrit y e ndr Cy LX) Yu CXCz)) dydn. 


(4.16) 
由 下 面 引 理 4.2 中 结论 (2) 知 ; 


IRE ulla < C2 0m, 
FRE ulle < C2 ual, 


因而 之 [Ri ul 可 并 人 《4.5) 的 余 项 之 中 。 
《4) 对 应 于 (4.14) he CiO sa) 《sz — y}, E 
Ciu = | eMC) © Ca 一 YYW (AG) ua Xe)) deda, 
| | (418) 


(417) 


对 (4.18) 式 关 于 9 进行 i 次 分 部 各 分 ,可 将 它 写成 
Ci# = | emdi Co on) Cyr (AC) Jus A) ) dada, 
其 中 dh(y, a) = 1 + 9h ch, 
现在 在 上 式 中 用 [PCX] RE 加 (drun)oX， 
并 记 
Diu = | eat Cs) Eh Cdan) X} ldsdn. (4.19) 


则 由 下 面 引 理 4.2 中 结论 (3) 可 知 re | 
Cie Diui < C2 Reti- naa. (410) 
jc 起 一 De < CIti uje, 

这 表示 在 证 昌 (4.5) 式 时 用 DIRE CE, NÉ 0 +) mE 

ET, 0LI< [p]， 也 就 是 说 ZTCia 一 Din] 可 并 人 (4.5) 

n 


的 余 项 之 中 . 
G) 由 于 EC? 是 在 suppyp 邻近 为 1 ERRA, AM 
在 变换 E= tgi 下 , 可 在 《4.19) IE pE p (27 Cer 
n)) Æ id (Caux) l 的 谱 CE CCE D C,) 上 为 1, 从 而 它 关 
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Fa 的 各 阶 导 数 在 此 Ck# EVE. HN don) 一 tôt, MH 
据 (4.11) RTA di O, M 的 表示 式 中 实际 上 仅 出 现 因 于 Sen 
X (KÄO ,gim) 关 于 7 的 求 时。 再 注意 到 在 此 Sen 之 中 已 用 
Ce= 坐标 变换 SA 代 共 了 原 关 的 非 C= 变换 区 ， 收 对 由 《4.12) 所 示 
的 Can, 若 设想 (4.11) 中 多 一 1, 且 Sen 换 为 1 则 C4 正 是 拟 
微分 算 子 Kx D) 经 坐标 变换 S 后 所 得 出 的 新 拟 微分 算 子 。 于 
是 由 第 二 章 由 象征 变换 公式 可 知 , (Ge, D) 的 象征 应 相应 地 变 为 
EO) ~ D aaa) 
RK 中 tly) = DI oy SDE {Send (O) ‘My) 
|detsr (y) l - |detgal™}=y. 注意 到 (4.19) 中 61, $ 
ie- 式 y59) 恰 为 KO). 
(6) HE S BR EH 
D (y, = > 2 了 EDE (1X) sg) 
X |detx o) | sn mi 
在 上 式 和 式 中 仅 取 o 1 < [p] ,因为 此 时 由 Xe Ce g n 6 
BEN HET NY mi KRATI 属于 CD, 
可 以 想象 , 若 我 们 作 算 子 


Hi u = fer DI Sin mi CY sn) {Canx ox} ladzdy, (4.21) 
则 Hiu 与 din 相近 。 事 实 上 , A FESE 4.2 中 结论 《4) 可知 , 当 
0 委 j 委 [pl 时 , H — di EEA 6e +1—m 正则 算 子 ， 于 是 
D [Hiu — diul 可 并 和 人 《4.5) 的 Ru 之 中 ， 从 而 我 们 有 

À 


+ Ru, (4.22) 
天 


由 前 面 的 作法 知道 ,Hiw 的 谱 在 一 个 较 大 的 环 体 之 大 ， 于 
是 ,适当 选择 定义 X 的 (3.7) 中 的 环 体 序列 ,可 使 
[Hiu] _ CSk-Nolm 3) (9D) [h {Caux} ls, 
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tej 
X*pT u= >) Hiu 
á 


i=0 


将 它 代 入 (4.22) 式 中 得 
AXST ju = > 5 CPR 人 (y, D) [yw, To) xyli + Ru 
i=0 % 


lei 


= DT Xu + Ra, (4.23) 
s=b 


1e] :Pp 


ED Tj 一 7 了 或 1 一 Dis, DEUS À 
3=0 


这 样 我 们 就 对 7 是 的 正 齐 mw 次 的 情形 证 明了 本 定理 ， 
一 般 地 , 若 Ke, E)E EI) HAF AKIR, N 
Ia, E) 5 laKa, E) + lmala E) + ee + latal, E), (4.24) 
其 中 mlt 关于 占 为 正 刘 如 一 次 ;关于 上 属于 CC ， 且 对 x 
有 紧 支 集 。 
对 (4.24) 中 每 一 项 应 用 上 面 结果 ,然后 相 加 ,得 
XX DT ju = TiX*u + Ru, (425) 


JERR = D) Reo Rae EDF, s= min (u — k, p) 一 
k=0 
m—k >e — m, MRA s — mIEMÉT. 


iaj Lp] 


[a] 
Cy, n) = 2 LAN = >) > (CARTE (4.26) 


其 中 Cube; TB AER m — 8 — 1 ET» ET Cu, 
ex; = min(æ — Å, p— 1). FA] sy > min Ce — k — i, p— 
k— Sse — k 1 WK (4.26) EXT 1 ORRERA, BI 
RA (4.5) 中 对 i 所 要 求 的 形式 .定理 4.2 证 毕 。 

在 给 出 下 面 的 引 洗 4.2 之 前 ， 先 证 引 理 4.1, CESE 42 的 
基础 
BIRAI 考虑 如 下 拟 微 分 算 子 


Au (a) = | er rals, y, 2 M (dyds, (427) 


设 此 算 子 的 振幅 a Cs yan) ATAC RA REK HHE 
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alty 关于 的 各 阶 导数 有 界 。 
则 存在 p >o, 使 得 有 如 下 估计 
del < CM pilulo, dadalee 过 cass。 (428) 


其 中 M,— sup (Sfax, yon) |. 
证 明 ”本 引 理 的 证 明 与 引 理 3,1 证 阴 中 的 有 关 部 分 相仿 。 由 
于 oG,ysn) 关于 ?有 紧 支 集 玉 。 故 有 如 下 Fourier 级 数 展开 


(YY 人) = pln) 之 as Ce, pen, (4,29) 
此 处 OEC? 且 在 天 的 附近 为 1， 又 由 于 a(x,y,7) 关于 ?的 


各 阶 导数 存在 且 有 界 《〈 根 据 假设 ,它们 的 上 异 与 紧 集 玉 无 关 )， 多 
证 存在 p 之 0, 使 得 


之 [asCx EDI < CMy 
这 里 M, = sup 164ekxz ys) 。 于 是 
Aulx)= 5 | eat (x yo Mk (2745) Cy) dyas 


一 Df ox yD — y)u(y)dy, 


其 中 | 
hla) = À ce (274E) TAG 


MS 2 | et Jedn 
一 24" h(2tz + 8). 
CA 
lole = fig te + Dd = | aolwsc- 


于 是 
Hole < Ò B ele) Ciela) li < CM es 


同样 


| Aulls & (> | ol ) le + [alle © CM islh。 
证 毕 . ! 
引 理 4.2 在 定理 4.2 及 其 证 明 的 条 件 及 符号 下 , 下列 结论 成 
立 。 : i 
C1) HF (4.9) 及 (4.12) 所 定义 的 算 子 B 及 Ci tibt 
(4.13) 成 立 。 即 
Bau — C rullo < CLÉ Maple, 
(Big — C rulles < C2 ljug], (4.30) 
《2) 对 于 出 (4.16) 定义 的 算 子 RE 成 立 估计 式 (4.17). 
(3) 对 于 由 (4.18) K (4.19) 定义 的 算 子 C4 及 Di 估计 式 
(4.20) 成 立 ， 
(4) 对 于 由 (4.21) 定义 的 算 子 Hi KER D4, 有 估计 式 
Hiu — Dinlre & C2 EEE ilja 
(Hiu — Diallo < C27 u'o. 
证 明 《1) 由 《4.10) Æ (4.11) 按 IG, D RF E mRNA 
His Wb) E cyrn) 中 忽略 了 因 了 于 p Eer) 后记 
X bas cr WERFT bE nk., FH 
bi Cys zan) ciy, g) 
= 24m [bk Oa 3, 2749) 一 eA h 
令 n= n, baz) — Elya z 7) = PCr n EO z 
g) 一 C4《(y #90)) = aC, z, g) 满足 引 理 4.1 中 < 所 假设 的 条 
件 , 于 是 存在 p 空 0, 使 得 
[Bu 一 Cnil < CMo2*") pC) 0x) le 
S CM p24 llelo. 


(4.31) 


mia 
其 中 


|| Bu = Culle < CM p2” ilare s 


Mo = sup lIR LCa) — emn N. 
AH (4.10) 及 (4 11) 两 式 知 M,< C2", 因此 (4.30) 式 成 立 ， 
即 结论 (1) 成 立 。 
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(2) 现 对 (4.16) 式 中 关于 1 进行 h 十 1 次 分 部 积分 , 且 注意 
到 《4.15) 式 ,有 


OS SORT OT CO) CIO) 


此 中 | 
Fiy, z 57) = >) Criys 


YT[， 72 一 二 十 


x | rove (ste 十 (1 一 D720dt 


仍 改写 《4.117 式 为 
fi CACY szan) = C2" Cgrin)}ekCy sZ)» 


paye, = ce e, a (00E) (CHE) 9 


EATI EA 一 天 十 . 
Ohipa 关于 让 为 m — [el FX, Opahe] < C2 AMI i 
HS in = g ff, Oh Op p Cest) ci Corn) 满足 引 理 4.1 中 
关于 。 之 要 求生 
NO (gr my OD Ic C n lee S Cs2t Ho, 
Bi 十 总 二 7 十 区 ， CAESA 
由 引 埋 4.1 可 知 FERARI A CR aesa 


Bitr 
81+82=Y! 


DORE Da g,8,0,4)|o < CM atm EDA (ik) }]lo 
< CRT iA 8a RCA ER 0) lue Île 
< Culla, 
从 而 有 IRE ul < C27 RRA 
[Ritul < C2 emule, 
故 结论 (2) 成 立 。 
| G) 注意 到 (4.19) 式 中 的 dé Cv, n) 是 由 (4.18) 关于 "进行 
j 次 分 部 积分 而 得 , 且 (4.18) 中 ch (yon) 由 《4.14) 式 而 来 , 因此 


LAC n) = b$ Crir ay On Ek y; Žž; 4); 它 关 于 3 是 


Jrrlslr2l=! 
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雪 一 了 次 齐 次 的 , 且 
195 Or cire < Co PEPEE, Inj =h Inl =1+p, 
7 [pl], 

Eep TEH (2) ACER, 45414 : 
Ciu — Disle® < CAAD nC Eu) X) — idr Cpe les 
Cis — Disllo < CEDC u) X) 一 [haur) X) Telle. 

ERRE, Apur) K) 一 [d (Cu) oX) 和 定理 4.1 rh (4.4) 

内 的 Ra 是 一 样 的 ,因而 ;完全 相同 于 定理 4.1 中 对 R4 的 处 理 ， 得 

gC Bw)oX) — aC Cpu LY allee C2 EP lules 
lo CC Bau)oX) — La (CEuz)oX) lall < C27 illo. 

将 它们 代 人 上 面 估 计 之 中 ,就 是 (4.20) 式 。 结 论 (3) 成 立 。 

(4) 注意 到 dé Con) 和 (4.21) 中 的 Spm a s 99) 关于 了 
均 为 sm — IRF FES y = tn JS, SE 4.1, 有 

Hiu 一 Déuilie < CM pÐ] pC u dee 
< CM 2% Pells, 
Me 一 Dino < CM 27 Puel, 
其 中 M, sup LOF Cd — Send) l. 
HE 

按 Ini 之 作法 ， Sx-w, lai ET SE-w, KER D} 在 变 Hx 
下 ,形式 地 视 X 为 C” 变换 时 按 拟 微分 算 子 坐 标 变换 公式 所 得 新 象 
征 的 渐 近 展 式 中 第 mw 一 1 项 , 它 丛 和 作出 或 之 程序 一 致 ， 只 不 过 
di ER S4_wi《x*,D) 在 变换 SX 下 作出 .因此 ,由 第 一 章 定理 42, 
将 那里 的 sex 对 应 于 Ona 《这 种 对 应 是 合理 的 ， 因 为 ya 均 
在 某 紧 集 之 中 )， 则 pdi HT (Seme)o(SË), TE e; 
= min{e,o — 1}, 0&1 [p] 时 ,有 Mo 所 C2 it， 将 此 估计 
式 代 人 上 式 且 注意 到 0</<[e]l, REA] (4.31), EE. 

上 述 定理 4.1 及 定理 4.2 是 对 定义 在 2'(8,) 上 的 仿 复 合算 子 
阐述 及 证 明 的 ， 它 们 很 容易 推广 到 Z a) 上 的 仿 复 合算 子 的 傅 
形 。 

事实 上 , 按 多 《8@:) 上 仿 复 合算 子 湾 的 定义 (3.25) À, 立即 
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可 以 得 知 定理 4.1 中 (4.1) 式 对 定义 在 多 ”上 的 仿 复合 算 子 4, 
G 是 成 立 的 。 

为 推广 定理 4.2, 我 们 取 (Uhe 是 2 ER A RE 
Tohe 是 依从 于 此 覆盖 的 单位 分 解 。 又 设 1(x,8)€ rO). 
-上 章 定义 3.2 的 注 2, 可 作出 相应 于 象征 为 必 x,#) 的 仿 微 分 算 子 
LE Op(27) 为 


Lu= SET. n, (4.32) 
t reJ îl 


其 中 pie CPCUj) BE supp: anA L 
取 由 EC IDD) 使 在 suppl xX) 邻近 为 1， 则 由 定义 
3.2 th (3.25) 式 及 定理 4.2 中 《4.5) 式 , 有 
X*Lu = 2 piZ Gr piu) 


= DT à Xip + 2 Ripi, (4.33) 
ie} (Si XY 


注意 此 处 1 不 依赖 于 1, Rj 为 8。 一 m ENRF. 
又 取 gec? supp《9pioX) 邻近 为 1, HE gox È 
supp; 邻近 为 1， so 
» pis 2 = 2] Me 名 Xu + R'u, 
其 中 R 为 局 部 无穷 正则 算 子 ,将 它 代 人 (4.33) 
X* Lu = 2 TwiBiX pin + R'u + Ru, 


BEN (3.25》 式 ，> Xhpm = xu, 再 由 (4.32), HER 
` Ie? 
石 端 第 一 个 和 式 就 是 Ltu, L EUN) 为 象征 的 仿 微 分 算 子 ， 


于 是 À 
XX Lu = LX*u + Ru, o (4.34) 
此 处 尺 为 局 部 s 一 mm 正则 算 子 ， | 
(4.34) 式 就 是 定理 4.2 对 定义 在 D (0) 上 的 仿 复 合算 子 及 
Opr) 中 一 般 的 优 微 分 算 子 情形 的 推广 
最 后 ,我 们 研究 仿 复合 算 子 与 C” 非 线 性 函数 的 复合 运算 . K 
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一 个 仿 复 合算 子 作用 在 一 个 C” 非 线性 函数 上 的 运算 规则 ,我 们 有 
EH 43 XX: 2 一 2 是 一 个 ct 同 胚 变换 ， 实 函数 
u(r) E CoCa > l,i = 1 N, X Fu) = Fais un) 
是 RY 上 的 C” 函数 , 则 
X*F (u) = Trapu + R, (435) 
式 中 REC, & = min(2o + 2,0 + 6,26), 


又 若 X 是 一 个 HE 同 胚 变换 ，r > uE His s> z 十 1， 


则 《4.35) 仍然 成 立 ， 式 外 RE Hiba 87 一 min (2r 一 +2,r+ 


n n 
+ 一 2° 25 一 z) 
证 明 易 见 , 当 wn€ Cth。 时 , FC#) € Che MIA (3.30) 可 知 
FP(w)oX = X*F(u) + Traya + R 
= X*F(u) + Teya t Ris (4.36) 
其 中 RE CRE, e= min(o 一 1,p 十 1)， 另 一 方面 ， 
FW)oX = FluoX) = TE, ww) 0X) +R, 
= TE, 024; 十 了 wy-X + Ra) + Ris (437) 
其 中 Re Cr, RE CEE, 略 去 下 标 i 与 相应 的 求 和 号 ， 
(436), (437) 又 进一步 可 得 
X*F (u) 一 To 十 Tru Toxk 十 T pewRs 
HR; 一 pxX — R 
由 仿 积 的 性 质 又 可 将 此 式 写 成 
AXE Ça) = T Puntu + Ra, 
其 中 RE Ci, 8 二 min(p 十 1 十 p 十 1, p+ a, 20, 20 + 2) 
=min (2p + 2, 20, p+ 0). 
对 于 EH", 4€ H' 的 情形 , 证 明 是 相 类 似 的 。 证 毕 。 


注 “sirtli: 时 ,简单 地 有 中 一 ”十 4 一 工 。 


WR Lu 是 一 个 余 法 型 函数 ， 则 在 已 知 X*w 与 X 有 较 高 的 光 
消 性 的 条 件 下 , (4.35) 中 厂 的 光滑 性 也 可 提高 ,更 精确 地 说 , RAI 
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有 | 
定理 44 it X: 9; -> 0; 是 一 个 H'+t 类 同 胚 变换 ,+ 之 + 


1, 0€0,, Ha hr = 0 HM, FE C° MK, mx) € 
Hie(Q), E X*w€ HEC), WE s181: 有 时 成 立 
WP) = Truont*u + R, (4.38) 

其 中 REHIETF MCD), 

证 明 与 定理 4.3 的 证 明 相仿 ,我 们 可 以 写 出 〈4.36) 式 , 其 中 
R, E His" mins Fl, tH 人 tt rie 另 一 方面 ， 有 

uol = X*u + Tite Ras R, € Hitti, 

HER, E HTSC) C HACE), T wr XE HI CAO), 
因而 由 上 式 知 wox€ HE), 又 据 定理 12 9 (4.37) 式 成 立 ， 
BARRE Hi PACHIA 2 (CE), 利用 仿 积 的 性 质 (参见 
第 三 章 定理 3.2) LIAR EHETI A), GHALAR, RIG 
《4.38) 式 。 证 毕 。 
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第 六 章 在 非 线性 偏 短 分 方程 中 的 应 用 


本 章 中 我 们 介绍 仿 微 分 算 子 理论 在 非 线 和信 微分 方程 解 的 正 
中 性 研究 中 的 应 用 ， 主 要 是 非 绥 由 生男 型 方程 解 的 正则 性 以 及 非 
线性 主 型 方程 解 的 奇 洗 传 播 定理 。 此 处 所 述 的 结果 愉 与 拟 微分 算 
子 应 用 于 一 般 线 性 偏 微分 方 理解 的 正则 性 研究 中 所 获得 的 结果 相 
呼应 。 关 于 仿 微 分 算 子 理论 在 非 线性 偏 微 分 方程 解 的 存在 性 研究 
PEE OAE EERDE PTE SE E A 本 书 中 暂 不 
FR. 


‘a ET E. 


设 在 区 域 CCR HAE TB RIRE 
F ju) = Fr Hts), Our), uen = 0， (1.1) 
Hih F HAE CAM. 4 we COQ), >m 或 者 uE 
His (2), s> > tmit F lu] 是 定义 在 0 上 的 连续 函数 . 
定义 11 je HER, uE Cf.《98), o> m， 则 多 项 式 


pa (2, E) 一 DRE Go Œ), e C5)" a2) 
Ja) 


称 为 (1.1) 的 特征 多 项 式 . Ë pu Gus8o) = 0, WER 《zo,50) 为 
特征 点 , 当 P 之 w 十 2 时 , 称 pm 的 Hamilton 向 是 场 的 过 特征 点 
的 积分 曲线 为 次 特征 (或 称 次 特征 带 ). 

DR, P >m- 2H}, Ceesg) 点 存在 唯一 的 Hamilton 向 
RAID HER. 

值得 注意 的 是 , HEREDE (1.1) 而 言 ， 它 的 特征 多 项 式 、 
特征 点 和 饮 特 征 都 是 与 未 知 函数 * 有 关 的 ， 
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定理 下 1 ge 是 方程 人 11) 的 Che (0) FF, p>m. 则 对 
一 切 非特 征 点 《x0,50)，wE Ce, Bu 是 方程 (1.1) 的 Hise (Q) 


解 ，; > 志士 力 ， 则 对 一 切 非特 征 点 《zs60)， we HH" 


证 明 我们 先 对 we Cf.(9)，P > m 的 情形 进行 讨论 ， 由 于 
方程 《1.1) 中 所 有 98w(w)€ Ce”, 故 可 以 对 《1.1) 进行 仿 线性 化 ， 
得 到 

D T æ, ĝu =r (1.3) 


lalxm y 


且 由 第 五 章 定理 2.1 知 re CHO). (13) 的 左边 记 为 Pu， 其 
中 了 是 一 个 QAOICE TT CE ES 具有 象征 D EG. 


由 第 罗 章 定理 2.7 AM CoE) HEREA FFT DAS 
HT QE OEA), EE 
_QP=I+R, (1.4) 
其 中 R' 为 在 《xo,60) 点 的 微 局 部 P 一 严正 则 算 子 ， 从 而 由 《1.4) 
可 得 | 
u = QPu — R'u = Qr — R'uE Cire. (1.5) 
又 当 we HisC9)，:> mm 十 二 时 ,可 与 前 相仿 地 进行 论证 . 


Hit, (1.3) 中 给 出 的 re es (q)，(1.4) 中 的 0 
Op(E-" ,)(0). 于 是 由 (1.5) 式 得 到 ze He” , dE. 


Te 


当 方 程 (1.1) 的 非 线性 程度 较 低 各， 我们 可 以 得 到 更 强 的 结 
w. 下 面 我 们 给 出 拟 线 性 情形 下 的 相应 结果 。 对 于 更 弱 的 非 线性 
以 至 线性 方程 的 情形 , 均 可 仿照 这 里 的 方法 得 出 相应 的 结果 。 

当 (1.1) 为 拟 线 省 方程 时 , 它 取 形式 


D Aux ne), + ++, 080 Ce), + )igrion OU 
+ AoGrou(r), uE) Jiem © 0. CL6) 
VERA EIME EM; 
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定理 1.2 设 * 是 方程 (1.6) 的 Ch (9) ME > m— 7 
则 对 一 切 非 特征 点 Got), nE CP, LE u 是 方程 (1.6) 的 
CO) 解 ， s> 到 二 了 一 六 , 则 对 一 切 非特 征 点 《ro 60), #3 


有 € Ht, 

证 明 Le>mmt, due CR”, He L6) 式 中 的 非 线性 
函数 有 六 义 、 而 县 利用 第 三 章 的 定理 1.4 与 第 五 章 的 定理 2.2， 可 
对 《1.6) 进行 仿 线 性 化 得 到 

D CT a Ou + TouAs) 十 5 Ton fu =r 


Bta | ang 


其 中 ne CRT, 窒 利 用 第 五 章 定理 2.2 可 得 
D Ta Ou 十 >» Teu Tos, bu 


falzs# 


Bug 
ee 
+ > Te ae 
(Am Gay . 
或 | 
` Pu=r Hrn +r, CEA 
其 中 PP 是 以 | 
> Ta, CE y+ 2 Tir 84, GET EJ Tan GEJ 
laem mes ilgu- Bmp 
rp 1 


为 象征 的 OKET nu) COMENT. ra r€ CCo), 
然后 , 类 似 于 定理 1.1 的 论证 ， 构 造 在 《xo,50) 点 的 氢 逆 仿 微分 算 
FO, 即 可 得 到 we Ci, 又 当 ue Hi.(0) M, 可 以 相仿 地 
证 明 所 锅 的 结论 。 证 毕 . 

注 Y. Meyer 举例 说 明了 上 述 微 局 部 正则 性 结果 本 质 上 是 
最 好 的 (参见 1Mey2]). 

回忆 定理 1.1 与 定理 1.2 的 证 骨 过 程 ,可 见 其 中 包含 了 两 个 主 
要 步 怠 . 第 一 步 是 把 非 线 性 问题 进行 仿 线 性 化 ， 并 对 伪 线 性 化 过 
程 中 出 现 的 误差 一 一 加 以 估计 ， 第 二 步 是 对 所 得 到 的 仿 微 分 方程 


+176: 


n Lat n pu bre OR dns toon cm tm vide apr o NEN.. eme meet un men mA a E = 


进行 讨论 。 这 一 步 与 线性 问题 中 对 拟 微 分 方程 的 讨论 十 分 相似 ， 
在 拟 微分 算 子 理论 中 一 些 卓 有 成 效 的 方法 可 在 这 里 得 到 应 用 .本 
书 中 , 当 我 们 利用 仿 微分 算 子 讨论 其 他 问题 时 ,大 体 上 也 按 这 样 的 
步骤 进行 ， 同 时 针对 不 同 问题 的 需要 对 于 仿 繁 分 算 子 理 论 和 技巧 
作 相 应 的 补充 与 发 展 . 


$2. 非 线性 方程 解 的 低 正 则 性 传播 定理 


本 节 中 所 讨论 的 非 线性 方程 仍 为 (1.1) 的 形式 ， 但 不 再 要 求 
它 是 椭圆 型 的 。 我 们 的 主要 结果 是 
定理 2.1 设 w 是 方程 (1.1) RR, uE Hila), s> + 


十 如 士 2;《xzos 上 oo) 为 特征 点 ， 7 为 过 《xo,&0) 的 次 特征 且 we His 
HR r< 2 TE — m— 1, Nij seH., 


这 一 定理 是 J M. Bony 首先 证 明 的 ， 它 与 L. Hèrmander 
关于 一 阶 线性 傈 长 分 方程 的 奇 性 传播 定理 的 叙述 形式 相仿 《参见 
[Hol])。 但 有 两 点 重要 的 区 别 : 一 点 是 在 本 定理 的 条 件 中 , 事先 
就 要 求 * 有 一 定 的 光滑 性 ， 它 将 保证 EC, Mma Ceos) 有 
唯一 的 次 特征 、 否则 就 无 法 陈述 定理 的 结论 ; 另 一 点 是 定理 2.1 中 
所 得 到 的 解 的 正则 性 传播 结果 只 是 对 较 低 的 正则 性 而 言 的 ， 此 定 
理 中 若 不 计 m, 2 等 常数 ,在 Y 上 解 的 正则 性 指数 + 只 是 约 为 s 
的 两 倍 , 这 也 是 非 线 性 方程 正则 性 传播 中 的 一 个 特征 ， 

这 个 定理 的 证 明 较 长 。 为 了 便于 阅读 和 理解 ， 我 们 先 作 一 些 | 
准备 工作 与 简化 处 理 , 然 后 介绍 一 些 引 理 , 最 后 在 本 节 末 尾 加 以 总 
结 ,得 到 定理 的 结论 . ; 

象 定理 1.1 中 一 祥 地 对 方程 (1.1) 进行 仿 线性 化 ,得 到 

Pu=7r, (2.1) 
其 中 仿 微分 算 子 PE OPCE” mg) (9), HERTE pw (x, E)= 


D 98F Gy 是 C: 函 数 ,re HT”, FR ERIS -三 


jaiz w ðu, 
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mi, N] re HRY, HS 2.1 可 以 由 下 面 的 定理 2.2 KE 
H. 
O E22 设 Pe Op(52)(0),0 > 2 不 是 整数 , 主 象征 pe 是 
CLR, LR w€ HlO), Pue Bon) B ue Hésns 此 
Rh s, # 如 定理 2.1 R. Me 在 过 Coste) 的 次 特征 r ESET 
H', 
WAN PRUA lm RERET, AAR 
题 归 结 为 w== 1 的 情形 。 又 不 妨 设 > 上 的 切线 方向 不 平行 于 锥 轴 
Eið ， 因 为 否则 所 论 的 定理 是 平凡 的 , 
证 明 的 基本 方法 是 沿 闭 次 特征 建立 一 个 微 局 部 的 估计 式 ， 为 
it, RIY T*(9) HETER U, EZR H OU), 其 中 元 素 
ue D'(0) 且 对 也 中 一 切 点 (rE), uE Hip BER ， 
lalao = Mall, - (2.2) 
其 中 对 为 零 阶 执 微 分 算 子 ， 其 象征 在 媚 内 一 紧 锥 之 外 为 去。 当 对 
遍历 这 类 拟 铀 分 算 子 时 AE H CU) 的 拓扑 。 
Her ES (rE) 的 一 段 ， 并 仍 记 为 Y. 设 7 了 是 (xzo,so) USE 
- PR, UET 的 锥 邻 域 ， 设 法 找 是 5 的 正 齐 零 次 C PR ETE 
Y 上 恒 正 ,而 支 集 在 器 中。 令 Ks EA k 为 象征 的 所 微分 算 子 ,我 
们 希望 在 适当 的 V,U, K 的 选取 下 ， 对 于 所 有 的 we C? CF), 
FCCOQO， 能 建立 微 局 部 估计 式 
IKs#l} < 8| K:Pu||, + MH lele 十 |Pej。 oz 
+ lalea + fallut, (2.3) 
其 中 MO 为 适当 的 常数 ， 这 一 估计 式 可 导致 这 样 的 结论 :; 若 分 
布 使 (2.3) 右 端 所 有 项 都 有 限 , 则 Kaule 也 有 限 ,由 此 可 得 € 
HU). 这样, e 的 微 局 部 正则 性 就 可 以 提高 一 阶 ,从 而 可 用 归纳 
法 完成 定理 的 证 上 明 .。 因此 、 为 证 定理 2.2， 我 们 需 变 完成 以 下 三 
Ho (1) 指出 有 这 样 的 算 子 K 存在 , 且 为 使 (2.3) 式 成 立 ， 同 时 
未 要 求 它 满足 一 些 别 的 附加 条 件 ; (2) 证 明 (2.3) 式 ; (3) 由 
{2.3) 出 发 证 明定 理 2.2， 现 在 就 来 逐一 流行 之 。 
引 理 2.1 设 T 是 TO h CRA H R a R H= 
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D ða + hands), HA hi han 全 一 12) 分 别 为 正章 
fut 

零 次 与 正 齐 一 次 函数 , 了 是 〈xo:5) — FAR, WETA 
锥 邻 域 、 则 存在 工 的 另 一 个 锥 邻 域 DC 的 隐 及 二 的 正 齐 零 次 函数 
9 &《 CoD), 使 在 NV 上 成 立 Hp > 0, 

HEBA 将 Croto), H,7,V 和 了 王 均 投影 到 余 球 从 二， 由 五 不 
平行 于 1 的 假设 知 五 在 余 球 从 二 不 退化 ， 故 我 们 只 需 在 祭 球 从 上 
构造 媚 与 9, 然 后 作 关于 占 的 正 齐 零 次 延 拓 就 行 了 ， 将 余 球 从 上 的 
开 集 同年 对 应 于 R”? 中 的 开 集 ， 就 可 以 抬 问题 归结 为 : 设 We 
R”, H EWH CHAE,TEHAORDHEA, FWh, TH 
和 出 发 到 A, VCW 为 4 HR, 则 存在 T HRRU WAR 

pECE(U), ÉRÆUV 上 有 Heo, 

H HAREA, r 为 一 条 直线 , 不妨 设 它 为 Pos 轴 上 
Ao F A 的 一 段 , 且 可 设 A= (0,--°,0,0), A= (0,---,0,1), 
EDH AE (vis ya) SREE EN 8>0%4 
小 ,使 ZX (—6,1+5)CW, D x (1 —6,1+6)CV, HA 
PH Ost Iina) EC Yan) 的 形式 ,其 中 9e CE(E),8(0) > 0 
而 È yn-1) Fe Jonin- Xion) 此 处 Xion 表示 [0,1] 的 特征 还 数 而 


Jin 为 磨 光 算 子 , 那 末 ?就 满足 前 面 所 列 的 条 件 。 事 实 上 , HP = 
0 e E Cian). BG Co, -: *3r02) ED Hf, Hp = 0, 而 当 Crises 
Yan- ES, H Pst CL 一 86,1 十 53) Kf, ECS) =ð, 

对 一 般 的 C! ARAH, 可 以 在 T 的 邻 域 作 一 个 CARE 
5 将 所 的 积分 曲线 拉 直 ， 即 将 志 变 减 no TAER Yaa 轴 上 的 
一 段 了 , 开 集 V, WF EAV, W. ETC, 并 按 上 自白 述 的 方 
EE D 5 p, E loc, pec: (0), TEE OP, 上 有 有 
Osn P 20 CO RER U, D ro 就 满足 条 件 在 CNF, 上 有 
Hp 之 0 且 suppr'pCU, 和 但 是 忆 于 变换 t 仅 具有 COLE, i 
只 有 r*p € C1. 

再 作 gs Je (r*), EP 7, AR 中 的 磨 光 算 子 ， 其 核 
bG ECE(Ir| <e) E hS, FR, se 充分 小 时 , pe € 
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C?(U). X | 
oi [HG C — j, Gas! 
以 及 在 办 VL 上 有 HCr*p) 之 0， 可 知 当 s 充分 小 时 ,在 AP, 上 
有 Hp, >0, 这样 ,只 要 再 将 ps 于 T'A RSR 所 
得 的 函数 即 为 所 求证 毕 . 

引 理 2.2 在 引 理 2.1 的 条 件 下 。 a À LH EU 3 
集 , 则 对 8 > 0, 可 以 构造 C= 函数 dr, 使 之 为 的 正 齐 零 痰 消 数 ， 
在 T 上 为 正 ，supp&CU， 且 在 外 成 立 


Hk, > z ks. (2.4) 


证 明 和 象 对 引 理 2.1 一 样 ,我 们 可 以 仅 在 余 球 从 上 构造 名. 先 
在 T 的 邻 域 口中 作 C” RA g, 使 Hy 之 2。 具体 作法 如 下 ， 在 
过 了 的 起 点 和 处 作 一 个 与 了 横 截 的 平面 ,在 = 上 取 霍 初始 条 
件 , 并 令 办 为 常 微分 方程 初 值 问题 
Hg =3, d|,=0 (2.5) 
的 解 ， 由 手 瑟 为 6: 向 量 场 , 故 (2.5) 是 可 解 的 ， 再 作 由 一 hps 
则 当 e 充分 小 时 ,中 有 意义 县 Hg 271, 

然后 ,本 ?为 耻 理 .2.1 中 所 给 出 的 函数 ， 并 全 


ka == pe”, : | (2.6) 
ai ke 就 满足 本 引 理 中 的 所 有 条 件 ， ja E; Nue 
Hk = (Hop}e*? + > peH g 


1 
>L k- Ho > 24, 
se 中 zk 


kec COCU). ER k Æ T*O 上 作 正 齐 零 次 延 拓 即 得 所 求 . 证 毕 ， 
记 天 ,为 以 如 为 象征 的 拟 微 分 算 子 。 以 下 来 证 明 (2.3) 式 成 
立 。 为 此 ， 我 们 先 证 明 一 个 类 似 的 不 等 式 , 它 相当 于 (23) 式 中 
s 一 0 的 情形 ,但 右边 还 要 少 掉 两 项 . 
引 理 2.3 存在 r > 0 和 函数 MO) , 它 在 5 -> 0 时 趋 于 零 ， 
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使 得 对 一 切 8 之 0， 一切 紧 集 F 己 0 和 所 有 ve C? (CF), BE 

[Kaulo < 8 KP llo + MCJ luto, + [zl }. (27) 

证 明 作 内 积 (KoPu, Kou), 我 们 有 
Im(KePxu, Kau) 一 Im(PKeu, Kau) 
=> ReliK#[P, Kelwu,4). (2.8) 
易 见 
| |ImCKsPu, Ks) | < || KPulhol Kaulo. (2.9) 
因为 PEOC 且 P 的 主 象征 是 实 的 , 故 P 一 P*€ OC). 
从 而 ， 
[im (PK, Kes) = > (CP — PY) Kou, Kat) 
< C\Ksuil, . {2.10 

其 中 C 与 8 无关， 又 注意 [P,Ksl 也 是 一 个 O) 型 仿 微分 
WT, 它 的 主 象征 是 二 向 ,因而 ,iK$IP ,Ks 的 主 象征 为 Hh， 


由 引 理 2.2 知 在 7 外， 这 个 主 象征 不 小 于 站 kolè, 所 以 算 子 


IKIP, Ko] — À K3Ka MEREÆVA>0 从 而 我 们 可 以 将 
iK$LP,Ksl 写成 

iK#[P, Ke] 一 2 K¥Ks + S + Sa, (2.11) 
其 中 Ss 与 9 均 属 于 O-O), E S: 的 主 象征 非 负 而 5$ 的 象 
征 o CS) 在 外 为 和 去. 于 是 ,到 te 5', 使 它 在 suppo(s,) EX 1, 在 
V 外 也 为 零 。 又 令 工 是 以 1 为 象征 的 拟 微 分 算 子 ， 则 L* 可 以 表 
示 为 一 个 象征 在 TV 外 为 改 的 氛 租 分 算 了 于 工 与 光滑 算 子 之 和 。 于 
EEL R 记 在 仿 微 分 算 子 运算 中 导出 的 低 阶 算 子 ,以 Rs 表示 光 


BEF Mn < = 有 
| CSu, u) | < | CES) | + 1CRin,4) | 
= (Su, L*u)| + |CRw,#)l 
161" 


< | CSu, L'e) + |CS, Ran) | + | CR, u)i 
< MC)COulir + llel). 


据 第 四 章 定理 3.3, 
Re(Siu,4) > — M6,. 

所 以 

ReCiK*[P, Ks]#,u) > A Kouli — Milu ler, — M lu liy. 

(2.12) 

到 act, # (2.9), (2.10) 和 (2.12) 代 人 《2.8) 式 ， 即 可 得 
(2. Ta EE, 

引 理 2.4 存在 s > 0, 使 得 对 一 切 +ER 与 紧 集 FCO, 均 有 
《2.3) 式 成 立 ， 


.证明 取 E 是 一 个 t+ 阶 怡 当 支 的 拟 微 分 算 子 ， 其 象征 在 器 的 
其 紧 锥 邻 域外 为 4, BÆ supp ks 的 茶 邻 威 中 为 (E. TEW 
微分 算 子 运算 规则 有 

UK, = ||4"Ksullo 
<S ||EKo#lo + [CA — E)Ksulh 
S |\K:E wo + ÎLE, Kelullo + (CAT — EDKsullo 
< |K:Eulo + Claluu + Cell. (2.13) 
这 里 ,由 于 supp sÿm(4 一 E)N supp ks = 下 ,改作 一 E)K: 是 
一 光滑 算 子 。 从 而 对 任意 N, 有 常数 C, 使 
ICA 一 EDKeulo < Cllsily. 
w (2.7) 可 得 
KsEwllo 0 KPE xl + M8) (| Eslor + Ewlr,) 
< BKP Eno + MC) uey 
十 llel-x + lle -r u) (2.14) 
今 将 KPE 写成 EKP 十 [K,,E]E + {Ka [P,£}] + [P, ElKi, 
易 知 
lEKsPullo < CHKePull;, 
(ltKa, ElPulo < M 8X Pulega 


。 1B2« 


注意 到 LE,P] € OPCE) NA 
li [P, E] Kullo < C|Kesl. 
当 将 [Ks,[P,E]] = KsIP,E] — [P,E]K; IWH OpCZS-) F 
时 ， 它 的 主 象征 为 零 . 从 而 可 将 它 分 为 两 部 分 : 第 一 部 分 是 主 象 
征 为 零 的 Opn) 算 子 ,第 二 部 分 是 Op) 算 子 , 分别 利 
用 第 四 章 定理 2.4 与 定理 1.1, 可 得 
(Ks, LP, E1 ]alo < Mlle 
从 而 有 
ksPEwlo < CCIKePul + NKenlle) 
+ MP vt løj- tu 十 lall- (2.15) 


再 代入 《2.13) AHR a 使 C5 < 二, 然后 所 将 之 2 视 为 新 的 6， 即 得 


(23) 式 . 证 毕 . 
定理 2.2 的 证 明 由 于 正则 性 是 局 部 性 质 ， 故 可 设 x 在 2 中 
具有 紧 支 集 。 以 J WARF, NA 充分 小 时 ，J3w& C?(0), 
FE, (23) 有 | 
Kasulls S lK P ul + MOHI Bale + Pas on 
+ le, v + (J3415-1}, | (2.16) 
再 由 第 二 章 定理 3.8 知 , 当 € H, 在 VV 中 微 局 部 地 属于 H A 
中 微 局 部 地 属于 H ff, En — 0, WE 
(Jan|e_r,y =? rs [ul =» alev, 
lell- — hellei. 
男 一 方面 ,由 第 四 章 $3 知 , 当 PE Op(X1) 时 , P, A] AEL Li 
的 有 界 算 子 , 且 其 算 子 模 关于 I -HAR K 
[Zou < [Pei r-u + C jelenu» 
lKa Pszle < IKs Pul + Ke, C3, P] 1al] 
+ JLP] Kaz] 
< KosPul + liLKe, [JS,P]]ul: 
+| Lyla P] ] Kouls + 211E7,,P1 J Kaule. 
利用 第 四 章 定 理 3.1 及 其 注 可 知 
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(KPJ ali < CPE + let) 
十 ?if PIE, Kaelal: + 20074, P]Kofaull: 
< Cpa + isie + Lo PIKs/o8le) 
< CPi + jz + HK fs).- 
又 由 于 1 充分 小 时 。 几 — WA H° 一 H' 的 算 子 ,其 楼 充 分 小 ,所 
以 将 ia , lelle-13 lul|r,r, Julene, U 都 用 控制 常数 代替 ,了 即 得 
Kate < Kasewlls + [KC — Dle 
S [Kadiu + IEK, Js — D Jos 
+ iC, — DK 


< CS| KsJaulle + + Kaole + Cas 


从 而 取 3 满足 C6 <—, 即 得 
IKJ] < C3. | O Q47 
HR, (KaJu) DEIRE., HFH 一 0 时 Ju E 
H° h), AAE H° 中 有 
Kayu > Kau, 当 9 一 0 时 . 
从 而 由 Banach-Saks 定理 及 (2.17) 知 Kau € H", [MT ks ÆY 
， LEE KA u Er LAERET A. 

以 上 的 论证 过 程 说 明 , 只 要 所 1, 就 可 以 从 seH Hu 
EH}, FM «EH 出 发 经 过 有 限 次 递 推 即 可 得 到 seH, 
定理 2.2 证 毕 ， | 

注 1 定理 22 之 证 明 的 基本 总 想来 源 于 对 线性 方程 奇 性 传 
播 定 理 的 证 明 ( 参 见 [Ni1]). 但 这 里 的 证 明 要 复杂 得 多 ,其 主要 不 
HEZ: 首先 是 怡 为 仿 微 分 算 子 的 象征 及 主 象征 关于 * 只 属于 
H, 而 关于 E 却 要 求 属于 C”, 两 方面 相 养 悬 殊 ， 而 正则 性 传播 定 
理 的 证 明 是 在 余 邹 从 上 进行 的 若 波 [Nil] 中 的 作法 ,利用 原 仿 微 
分 算 子 的 主 象征 所 构造 的 函数 关于 5 也 只 能 是 有 限 光 滑 的 ， 所 以 
在 论证 中 必须 作 些 附加 的 处 理 ( 如 加 上 引 理 21 与 引 理 2.2), 以 保 
证 新 构造 的 算 子 Ke 的 象征 关于 点 仍 是 C” 的 。 此外, 在 仿 徽 分 算 
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子 运 算 的 过 程 中 ,要 比拟 微分 算 子 的 运算 产生 较 多 的 余 项 ,其 光滑 
性 也 较 差 ,从 而 需 蛮 更 加 细致 的 分 析 和 处 理 。 

注 2 当 非 线性 方程 (1.1) 的 非 线 性 程度 较 低 时 , 定理 2.1 的 
结论 也 随 之 可 以 改善 、 例 如, 当 《1.1) 为 拟 线性 方程 (1.6) 时 ， 由 
于 仿 线 性 化 所 得 到 的 方程 (2.1) 右 端 > 的 光滑 性 可 提高 一 阶 ， 故 
定理 2.1 的 结论 中 对 + 的 要 求 可 放宽 为 < 2 一 二 — m, 又 当 
(1.1) 为 半 线 性 方程 

Po(x,D)z + Fauls), -> >, Our) mms = 0 (2.17) 
时 , 特征 点 与 次 特征 带 的 决定 均 不 依赖 于 u, 故 定理 2.1 中 对 * 的 
要 求 可 降低 为 * > +m, 且 由 于 仿 线 性 化 方程 (2.1) 的 


右 端 + CHE GORE * 的 要 求 可 放宽 为 :<< 2 一 TE 
m + 1. ; 
注 3 定理 2.1 及 定理 2.2 还 可 以 推广 到 主 对 角形 方程 组 的 
情形 ， 例 如 对 方程 组 

[Palas D) WE ) a (us \ O (7 (x, "8, - i 

lo Pp, Cx, D); av tiam 


li) Enla, Oj, ++) 

(2.18) 
th 为 m— l BUS RPAN x N 矩阵， Fi,°*-,Fn 为 其 
ERR C RA RICARTE 2.1 的 结论 成 立 ， 其 中 关于 


s 的 要 求 用 为 s>5 tml, <u- ml. 


53. 非 线性 方程 解 的 高 正则 性 传播 定理 


上 节 定 理 2.1 讨论 了 一 般 非 线性 方程 解 的 低 正则 性 的 传播 癌 
RARE u e H G 大 于 某 一 给 定常 数 ) 的 假定 下 ,粗略 地 为 25 阶 
的 正则 性 可 以 沿 着 次 特征 带 传播 。 人 人们 自然 要 间 、 对 于 更 强 的 正 
MEETA PIJI ER? 如 果 仍 用 微 局 部 Sobolev 空 
| MELER 


间 来 描述 正则 性 ,对 于 茶 些 特殊 的 非 线性 方程 ,例如 半 线 性 波动 方 
程 ,结论 可 以 改进 ， 员 粗略 地 为 3 阶 的 正则 姓 可 以 沿 着 次 特征 带 
传播 ,甚至 还 可 推广 到 更 广 的 一 类 方程 (参见 [Bel], [Che2]), 组 
是 ,这 一 结论 再 也 不 能 改进 为 (3 a) 阶 的 正则 性 传播 定 王 了 ， 
其 中 8 > 0 (参见 (Bell). 而 对 一 般 的 高 阶 非 线性 方程 ， 即 使 是 
《2 十 3)s 阶 的 正则 性 沿 着 次 特征 苇 播 的 结论 也 不 一 定 成 立 〈 参 见 
1Ch21)。 所 以 。 为 了 刻 刘 非 线性 方程 解 的 更 癌 的 正则 性 的 传播 ， 
采用 其 他 的 描述 方法 是 必要 的 。 本 书 第 一 章 站 介绍 的 余 法 型 限 数 
空间 就 是 一 种 较为 恰当 的 工具 ， 

若 在 区 域 OQ 中 是 某 非 线性 方程 的 解 ， 习 为 9 中 一 个 C” 超 
HE, se HACO (参见 第 一 章 定义 3.3)， 则 称 « 为 该 方程 的 余 
法 型 行 波 解 ， 超 曲面 D 就 是 行 波 的 波 阵 面 。 以 下 为 记号 简单 起 
见 , 我 们 将 He, Heb SRI H, He, 

Atp, REMA J. M. Booy 关于 半 线 性 方程 余 法 型 行 
波 解 的 传播 定理 (参见 [302])， 然 后 介绍 S. Alinhac 关于 完全 
非 线性 方程 余 法 型 行 波 解 的 传播 定理 (参见 LAN). ETAM, 
我 们 不 准备 涉及 两 个 或 多 个 行 恋 奇 性 干扰 的 情形 . 

RoD R HRR CSEH r, 一 0 EX, W 9+ 一 2n 
Ri, 2_ 一 9 由 R*， 在 9 中 给 出 方程 

` Plr, Djula) = Fe,u(e),- ee Oulx) inas (3.1) 
其 中 了 为 具 C” 系数 的 所 阶 线 些 偏 向 分 算 子 ,F 是 其 变 元 的 C” 非 
线性 函数 ， 又 设 对 任 一 〈zosso)e& x R*， 过 该 点 的 鸯 个 半 次 特 
征 之 一 在 离开 0 x R" 以 前 必 先 进入 9_ x R". 于 是 我 们 有 

定理 3.1 设 台 为 P 的 特征 曲面 , 它 与 平面 zx, 一 const 横 截 ， 


4 是 (3.1) 的 HH H, s> = + om, JET IEEE ku 在 0- 


中 属于 HAC) Me ÆETOHET H'AC). 

证 明 Tr 2% Ch a C” AEE a, NL 
变 成 超 平面 二 一 .0， 于 是 ， 由 二 以 二 为 特征 的 条 件 知 ， 刀具 有 形 
式 
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Pu = Ax Din + ADiu + te + 4,Dou + At, (3.2) 
其 中 所 有 4 m — 1 BAR tE 分 算 子 .。 记 Pi= un Ô,,, 
Vis ste, V,= 6, W Vas, Vs 构成 区 的 完全 切 向 量 
CRE V1,"……,V。 DER FENTE C HEA). 根据 
(3.2) RIFI AI . 


(P,V; = D B;V; + Bm (3.3) 


j=1 
其 中 BUSISa, 0Sa) 为 如 一 1 阶 线性 偏 微分 算 子 ， 
将 v: 作用 于 《3.1) 的 两 边 , 可 得 
PV ju = [P,Vilu + VF, 
从 证 


PViu— DBiVi = Go Din, (34) 


其 中 7 一 了,C, 一 G;Cx, 了 os EURE ,OV ju), T "alem-t. 
JE U = (u, Viu,- Va), W G-A 具有 (2.18) 的 形式 ,从 而 可 
以 应 用 定理 2.1 及 注 3。 今 由 定理 3.1 REA NU 在 一 切 特征 点 
《xos50) 为 微 局 部 H 的 ， 又 由 定理 1.1 知 U 在 一 切 非 特征 点 也 是 
微 局 部 下 的 ,从 而 UE H5, BI #E HE). | 

k> 1 时 可 利用 归纳 法 , 设 定理 的 结论 在 ! 之 时 成 立 , 则 
如 上 法 导出 Vie. Vins Cle <4) 满足 与 (3.4) 相仿 的 具有 相 
同 主 部 的 方程 组 ,并 可 用 同样 的 论证 说 明 V de Vie we HE Cel < 
k), FU #€ HS), 证 毕 。 

现在 转向 讨论 完全 非 线 性 方程 的 余 法 型 行 波 解 。 这 里 的 困难 
在 于 ,由 于 特征 曲面 与 解 x 有 关 , 它 一 般 来 说 不 是 C 光滑 的 ， 即 
行 波 的 波 阵 面 不 是 C6” 光滑 的 . 但 另 一 方面 ,在 第 一 章 中 定义 余波 
型 奇 性 而 选 定 的 基准 曲面 均 是 C” 光 请 的 。 这 样 ,我 们 就 不 能 直 
接 将 行 波 的 波 阵 面 取 为 基准 曲面 ，S. Alinhac 正 是 为 了 交 服 这 一 
困难 而 引 人 了 伪 复 合算 子 的 角 念 。 他 先 作 一 个 有 限 阶 光滑 的 同 凸 
变换 将 行 波 的 波 阵 面 展 平 。 屎 然 ， 关 于 展 平 后 的 超 曲 面 可 以 定义 
余 活 型 函数 ,从 而 原来 的 行 玻 解 可 视 为 这 类 余 法 型 函数 的 后 拉 . 在 
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第 五 章 中 已 经 详细 介绍 了 仿 复合 算 子 的 概念 及 其 主要 性 质 ， 现 在 
就 将 它 应 用 于 讨论 非 线 性 方程 余 苇 型 行 波 解 的 传播 ， 
在 OCR 中 讨论 非 线 性 方程 
开 (zsz(z)》 Our) ,elen = 0. (3.5) 


n 


设 uet” (s > =.) 是 (35) 的 解 ， 记 xp = Ofu (x), EFX 
于 的 线性 化 算 子 P 如 下 
P= 5}-2E _(xsutx),---)08, (3.6) 


LE Our 
设 它 关 于 r, = const 是 严格 双 曲 型 的 . 记 9, = QA {r > 0}, 
2- 一 2ntxs <0}, RITAK Q, 位 于 8- 的 决定 区 域 之 中 、 


定理 3.2 设 区 域 9 与 方程 R = 0 如 前 所 述 , s> + Z, 


> Fr +. 又 设 we Hg” 是 方程 (3.5) 的 解 , DE H° 光滑 的 


特征 曲面 。 车 在 x, < O0 时 ， DeC’, se Hte), MEE 
TORRES A C'H,H we n). 

”这 个 定理 的 证 明志 比较 长 , 它 主 要 包括 两 步 ,第 一 步 是 将 非 线 
性 问题 念 线性 化 ， 生 必须 同时 将 特征 曲面 方程 与 原来 的 非 线性 偏 
第 分 方程 仿 线 性 化 ， 这 里 的 仿 线性 化 是 结合 将 特征 曲面 展 平 的 仿 
复合 来 进行 的 。 第 二 步 是 对 所 得 到 的 仿 微分 方程 讨论 其 解 的 正则 
性 传播 ,这 一 过 程 与 定理 3.1 的 证 明 有 些 类 似 ， 

为 方便 起 见 ,我 们 不 妨 设 0€9, 记 x 汶 F, (anses) 为 
z, MEI En D r, attt”) 为 上 ,并 在 涉及 到 诸 通 数 空 
MARIA loc 的 记号 。 记 曲 面 D OPA an 一 p(x, 四， 满足 
9(0,0) 一 0, peH, Hih o> Z +Z, 由 于 算 于 P 在 x 方向 
是 严格 双 曲 的 ， 故 以 po 记 其 主 象征 时 ， 方 程 Palatii aE) = 0 
AmE RA r= ule, EE) GS l,m), HRA 
HAE C LAR, HXT i, E ARA SAA 
4x, 87, En E 为 对 应 于 特征 曲面 之 RA R MERE 
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EDE n = pr) 的 莉 数 应 满足 


Pr 一 Apx tau Pp, t), — lpr). (3.7) 
SLA H° HR LiCare nt) — (7,7), ERER 
= pr), = x, ms, (3.8) 


于 是 ,对 于 名 给 定 的 函数 vx), BR ŽK v(pCx’ iht, t) 可 以 视 为 VoX 
H n= ORARE WHA D 可 以 写成 Xa 一 0). 


引 理 3.1 # sst, o> + = „e H+”, p 满足 


(3.7), W peH, 

证 明证 明 的 步骤 是 先 作出 (3.7) DREIE, SE 
佘 项， 再 利用 第 二 节 中 证 得 的 正则 竹 传 抒 定 理 来 得 到 ?的 较 高 的 
正则 人 性。 由 于 仿 乘 法 运算 中 产生 的 余 项 之 正则 性 与 参加 运算 的 诸 
AE TEA nh te A sain 
个 递 推 过 程 . . 


KM o < :一 士 , 否则 就 无 需 论证 了 .由 于 X 是 F 变换 ， 
ik wp)oXe CT, (xp)oXe C, HER els) = min fs -2 
一 1 “一 全 |， 下 同 。 为 了 得 到 更 高 的 正则 穆 , 利 用 第 五 章 中 仿 
复合 公式 知 ,对 于 任 一 函数 en’ (S> L+1)# 


vox 一 X*v + Torot +R, RERO, (3.9) 
从 而 
up, X,t) = uP oX |y oo 
= KEP, m + [TO PX], m + Ri] Xeo 
== X* | + Te np 
+R, leimo + Qp, (3.10) 
其 中 0p 为 第 三 章 定 理 2.5 中 引出 的 余 项 , QHO 正则 算 子 ， 
Rif see € H73, FILLE 
up,X ER, (3.11) 
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同样 地 ， 
(O uP) (px t) 一 (X*0, 49) | z= + Tea wt BpzntyP 
十 Ril:,= + Qg, (3.12) 
其 中 Rila € HOT, 0, 为 ols 一 1) EMÉTF, X (46. 
uP) | #1=0 € Hi, 从 而 
(0, Npr, E BCH, (3.13) 
. 3 
其 中 £= min fs S o}, 
现在 将 方程 (3.7) 仿 线性 化 ,首先 有 
px st 1, —1,9:’) = Tor p+ D Tar u” (p,x',r) 
| | dg 88) 


+ ToL Ps’ + Rs, (3.14) 


其 中 R EH, apm E (3.10) 有 


Tar #8 = Tor. To cp 十 Ta GP, ,=0 
ont#) Buh) 


+ se Qp) 
= Tai_ +0, PP + Ri 十 R; (3.15) 
Bw) 


其 中 


= er (Xu), 1=0 + R|., =0 + Qip) EH 


H US a + g(s) — À} = minfs— À, ze 一世 
一 十 } 而 (3.15) 中 由 伪 科 法 筑 子 复合 导出 的 余 项 
Rs € peP) r at), 
所 以 ,关于 的 方程 可 以 写成 
Pp: = Tor pe + Tap +R, (3.16) 


其 中 02 AEHT, R= R + R + R, ÆW ReH’, M 
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9 一 minjzc 一 D 一 “二 ,一 二 ,2o 一 全 一 外 
2 2 2 2 
= min {26 ue = ut 


由 定理 假设 知 ea T 即 o—1—À 二 > 1 从 而 由 


定理 2.2 1 P HU H° ENMETU. 于是， 象 定理 3.1 
的 证 明 一 样 地 可 证 ，9 在 上 > 0 时 是 属于 下 的 O>). SH 


AR R 名 一 二 一 上 ， 
68 一: 二 * 则 定理 已 得 证 ,车 8 + a 0 a ji 


以 6 RE c, 可 重复 上 述 证 明 过 程 ,进一步 改进 的 光滑 性 ， 经 有 
限 次 重复 后 即 可 得 到 pe -#4。 JE, 

引 理 3.2 在 引 理 3.1 的 条 件 下 ,又 设 X* 4€E H+m*， 则 pe 
H+- 

证 明 易 见 ， 引 理 3.1 相当 于 本 引 理 中 大 一 0 的 情形 。 由 引 
理 3.1, 我 们 可 以 设 ec 一 ， -4, 今 利 用 归纳 法 ， 设 pett, 


Kue 下 ttt 以 下 来 证 明 pe Htt, 
证 明 的 步骤 与 引 理 3.1 一 样 。 由 于 Xx 是 HT 变换 ， 故 (3.9) 


+, 


式 中 ReH°Tk#, 6 一 min foti- 5, 5 aS 1}. (3.10) 


Li 工 


式 中 Rfi + Qype nt CH. 同 理 在 (3.12) 式 


中 Rila t Qpe Hette- CHA, ERIE (3.10) 式 
5 (3.12) 式 中 分 别 出 现 ON 与 270,40 |, REER 
用 归纳 法 假设 Au € HT” 来 推出 其 光滑 性 。 利 用 仿 复 合 与 仿 
微分 运算 的 结合 定理 (第 五 章 定理 4.2) 有 

XP) = T gX*u + Rou, (3.17) 


其 中 ORe Digas Re Rabk- ie l8l EWE F, 


第 四 章 定 理 2.3 指出 ,TppX*w € HAMAN, Rew € HE 
CH th 所 以 UP € ptet PTN el< m hi 
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RÉ e HEAR, YAO wP e Ht, hki PM, ak Hti, 
CPG, 8) |, 20 E ETE, 代 人 (3.10) 与 《3.12), 得 到 

up, ,r) E HHE, 日 .Kx YE Hat, (3.18) 

仍 如 引 弄 3.1 证 明 中 那样 写 员 (3.14) — (3.16) 式 ， 我 们 省 


R, EH Gran RE Eee Rs € 有 orAt(rHRT 二 到) 所 以 ， 由 
Si enS 加 +3 可 知 Re 二 Ri + R+ Re H+, 从 而 
利用 定理 2.2 得 we +4 垃 ， 故 由 归纳 法 知 引 理 成 立 ， 证 毕 ， 
引 理 3.2 告诉 我 们 ,为 提高 中 的 正则 性 ,应 当 考 察 x*w 的 正则 
性 。 为 此 ， 我 们 通过 对 (3.5) 的 仿 线 性 化 作出 Au 所 满足 的 仿 微 
分 方程 ,并 将 利用 它 与 方程 (3.16) 交 替 地 提高 tu 与 的 光滑 性 ， 


引 理 3.3 R> + Dons peH hue H, 
Lu € Hr+mt， 则 La 满足 仿 微 分 方程 
Tru = R, (3.19) 


H p* = ph + plu, Phi 是 m 一 i 阶 齐 次 微分 算 子 的 象 证 , 系 
BOY CT PRG 一 0,1), fi ReH, 

证 明 如 引 理 3.2 证 明 中 所 指出 的 , 当 X*w€ Hit fi, Atu 
EH PMCHMA(|8| S< m)， 从 而 利用 第 五 章 定理 4.3 有 

O= XCFOr, Hs ul), y) 


g A FE Mozny t HP 十 Ris . (3.20) 


其 中 R € He the CH tt, 
. OF L 
由 于 OO = 的 变 元 uP? o X 一 X* D 十 Trist hoxK +R € 


Crete 


Ou P 
H-b, -ÊE € ce BORBERA, ZE (320) 中 ， 


T sr Kiu € + 月光 [8| Em —2 RL ERT Hs 
aut) E 


于 是 ,我 们 在 (3.20) 右岸 和 式 中 只 需 保留 |8| 一 w 一 1 与 18] 一 
m 的 项 ,而 把 低 阶 项 都 雪人 到 余 项 中 去 ,此 余 项 属于 Aer, 
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对 于 |8| m—i,m 的 Xu, i GIN 所 示 , 又 可 写成 
Te tt u+ Ron， 其 中 ORE Sega, RÉÈO+k— Z LE 
18| ENÉÈ FA a 二 :十 一 图 ze H+”, 和 Ra u e HOH, 


XE G8 HEF m—2 阶 的 项 属于 Dier-go-asn-m-m, A 
为 此 处 下 标 大 于 k, 故 知 i 
ToaXu 一 了 pnXer 一 T opm- Xu E Ht"ACH TA 
它 又 可 归 人 到 余 项 中 去 这样，(3.20) 就 可 以 写成 
Dr Ty Top, Zut D Tap Top. XH 


18l=m PRT Hem bulh) 


+ Tæ Ton  X*u= R; 3.21 
人 Far OPa- 4 # 33 € ) 


E RieBr+otri。 注 意 到 (84)。 的 系数 属于 Ce OD 


La 


的 系数 属于 CHi mAn cit 故 记 第 三 章 中 所 示 
的 仿 乘 法 运算 性 质 知 


Ta Tas) X*u = Tor 
EPA ) sg 


: — gÊ X*u + Ras 
8 POTS Pam 


Tee Top Yu = Tor ion, X°*u + Rs, 
ĝu LE aul) 7 


(8) 
其 中 Remi chu, Re HE CHAH, 将 
这 些 结果 代入 (3.21) , 即 得 (3.19). TEE. 
Æ “由 上 面 的 证 明知 , To* IERIE pt SF > ue 
Vox, +.) (84)。， 它 就 是 按 第 五 章 定理 4.2 中 所 述 的 运算 规则 
由 象征 po 一 D E O 关于 x 所 作出 的 转 置 . 


(BE OD 
为 了 能 沿用 定理 3.1 的 证 明 思 路 来 证 明定 理 32, 我 们 要 把 仿 
微分 方程 (3.19) 写成 (3.2) 的 形式 ， 然 后 研究 交换 子 ， RAA 
(3.4) 的 形式 。 以 下 仿 以 Vis Vaste Ve 分别 表示 MO 9， 
' | + 1937 


是 我 们 有 
4 34 在 引 理 3.3 的 条 件 下 ， 


Tp 一 DT, +Ti+0, (3.22) 
=1 k 


其 中 Bj 与 A 是 m 一 1 阶 齐 次 多 项 式 , 关 于 分 别 属 于 CPAN 
RE COIE H k AIO HE Ht BH +9- 部 * 的 映射 . 
这 里 大 < 十 1 而 * 为 任意 实数 。 

证 明 由 于 {x = 0} 是 缮 的 特征 D, 所 以 

pa = and? + Dhs rte rt, (3.23) 

KHARE H k <m, kt lol += m RAA, (323) Hi 
bar 与 an 均 属于 CITE 因此 又 有 6 CT, 于 是 

Tiz 一 Tan DE 十 ET iko D' DD) 

== T{xDT) + ZT tras DEDEDE + (Ts, sa tD Dr. 

由 于 Ta, 一 Ton EM HOY E H HIE 的 连续 映射 , 收 可 得 
(3.22) À. Et. 

引 理 3.5 设 BG 一 1,…,m)，4 都 是 m — 1 阶 齐 次 微分 
算 子 的 象征 ,作为 § 的 多 项 式 其 系数 分 别 为 x 的 Cote 5 Ce # jé 


数 (po> 0). 了 一 D Topi + 了 T。 则 对 满足 1 RSK 


的 正 整数 二 与 重 指标 1, 成立 
[J，P] = D TEV + Ri, (3.24) 


Jat 
Al<In 


其 中 Bj 是 上 的 mw 一 1 次 齐 次 多 项 式 , 其 系数 关于 x 属于 
Crtuh Ht R; 是 tr 到 下 一 1 的 连续 映射 ， 其 由 
Klik —1, 

证 明 对 有 使 用 归纳 法 .。 SAR & = 1 的 畏 形 。 记 4 
Zee6x，T4 一 之 Fo.8:*， 则 由 第 三 章 引 理 3.1 知 


1) PEUR Pre IN SIREN, MESARE pm 的 特征 、 此 
FH ET PL] Pa JERE S MER AT P LUE i, 
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[VT ~ DIV T. 16: + ET [763] 
= SCT ve, + Ra)8: + ET Hias 
其 中 Ri 是 从 HA 到 HHen Agak RELSE 成 
立 ; 而 如 ,a 是 具 常 系数 的 mw 一 1 阶 微分 算 子 ， 故 [Vi,T4] 可 以 
用 (3.24) 右 端 RA11| = 1) ER, X 
[Vo, Ta Vi] 一 [Te]P + TEV Vi] 
T [下 了 si 
ET, p, + Roie)OiV; 
十 ÈT shalti; 
=a ET, BETOL 
十 ZR ;, 
注意 到 8; 的 系数 为 < 的 CR RRO h LK — 1 Bis Rija 
为 Htun 到 Hiv AO, 所 以 可 Ro037; 为 从 Hit 到 
HOU 的 连续 映射 以 Bo 记 了 [Vibjw)5" + biwhiwja], 它们 


l 
关于 x 属于 Cet, HETA, (3.24) Ek = 1 时 成 立 。 
今 设 命题 对 丰 < A 成立。 取 =k, 
CPV, P] = Vi[V',P] + [Vi,PIV' 


(Er, R) + ETa V; + RV! 
Fie 

= D (Vers, VIVET, JJ + VR 

E a 


+ ET, Vit RDV! 
> PRE D Rady y! 


Vie . 
+ > Ta, ED 二 PR 二 (ET VitRDV', 
1 sf X 
| (3.25) 
其 中 (SE A + DT „Yv LEE: U= k+ 
Les } f 
Ngn = 
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1 时 (3.24) 右 端的 第 一 项 ， 事 实 上 , (G1, EU 门 ，|7| +1< 
II+ 1, Boys 为 5 的 mw 一 1 次 多 项 式 , 它 关于 x 的 切 向 可 微 竹 
HEB p i—i 即 关 于 * 属于 Cette XIE (3.24) 
. 右 端 在 将 I 代 之 以 [11 十 1 时 所 要 求 的 ，“ 
5g (3.25) 右 端 的 余 项 。 对 Ryanazi 玉 7/ 来 说 ， OV ;VIK 
Hit 线性 连续 地 映射 到 HH | : 四 于 B;;€ 
CPBN, RER & = 1 时 的 讨论 知 ,只 要 4 一 | 和 一 1 
+ lJ] Bai 1, Rapra .就 将 Hstbh ui 连续 映射 到 Hetis AH 但 
h= 人 | 安吉 一 种 十 1 一 上 是 五 委 灰 一 1 的 简单 推论 , 故 
知 Rond V VS Him gj Hth 的 连续 映射 ,所 以 它 可 
并 人 到 (3.24) 的 余 项 中 ， 至 于 对 《3.25) 右 端 的 其 余 几 项 , 则 更 容 
易 分 析 , 它们 均 可 并 人 到 (3.24) 的 余 项 中 。 这 样 ， 我 们 融 用 归纳 
法 完成 了 引 理 3.5 UE. IE. 
” ”定理 3.2 的 证 明 我们 将 指出 ;如果 引 理 3.3 的 条 件 成 立 ， 则 
tu € HAM, ER EMEA ER 1 ,着 jf 一 外 十 1 AU y! 
作用 于 (3.19) 两 端 , 利 用 引 理 3.5 可 得 
Tp*yV'X*u 十 了 os 一 VIR, 
Xe D Te, Les 


its À 
一 JR 一 5 T eres Rix*u. (3.26) 
I! 
此 时 在 引 理 3.5 hR 取 为 十 1,p 取 为 :一 和 一 了 2， Hi 


3.34 R ge Hitt, t Bre V'R e HT, 由 引 理 3.4 知 R; 是 + 
到 HS 的 连续 活 射 ( 取 LR), À RX"ue H, 而 
Ta, VX 也 显然 属于 A, 故 (3.26) AR HM R 
Ut +i 
À. 今 将 (3.26) 视 为 人 11<k+19 的 仿 敌 分 方程 组 ， 它 是 一 
个 具有 相同 主 者 Tor 的 方程 组 ,从 而 可 以 应 用 正则 性 传播 定理 2.2 
《参见 定理 2.2 的 注 3), 于 是 ,与 定理 3.1 的 证 明 一 样 , 可 以 由 < 
0 时 ViX*w€ Hm As 0 时 VX tue HT”, Nr> O0HE 
E 


ktu e Hren, 

HAE AE 3.2 的 结论 ,我 站 就 可 以 交替 地 不 断 提 高 9 的 正则 性 
和 Lu 在 切身 的 正则 性 ,从 而 可 以 得 到 we H° 了 X*u € 本 
C = 0), FÆ Sec’. XE 

uX = X*u + Trok + R 

订 知 ， ,在 KEE 时， REH”, AE dé ni 定理 32 证 

关于 仿 敏 分 算 子 在 非 线性 方程 的 桨 性 分 析 中 的 应 用 ， -最 近 又 
有 一些 相当 深刻 的 工作 . 例如 [B03], [A]4] 中 分 析 了 非 线性 方 
程 的 解 的 奇人 性 十 扩 现 象 。 有 兴趣 的 读者 可 自行 参阅 - 
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附录 球 画 上 Laplace 算 子 的 六 


在 第 四 章 引 理 1.1 中 我 们 引用 了 球面 上 Laplace 算 子 的 谱 的 
一 个 性 质 ， 为 了 便于 读者 阅读 ， Se 
细 证 朋 。 以 下 材料 取 自 [BGMI] 

记 8" 为 欧 氏 空间 Rt 中 的 单位 球面 , 5" EH Laplace AF 
可 按 一 般 Riemann 流 形 上 Laplace 算 子 的 定义 导 册 .然而 ， 我 
们 也 可 以 就 单位 球 苞 5” 的 特殊 情形 , 按 以 下 更 简洁 的 方式 给 出 其 
上 Laplace 算 子 的 表示 。 

icR"* 的 坐标 为 Xis "ont HILA RRE Orsta) 

x, = rsm, 


x, = rcosh sinf, 


X, = rcos® > cos9p isin Ons 
Xai = 了 cos9 ee cosp acos Ous 
风蚀 计算 可 知 ,在 + 2 0, GGl, n) 时 有 
+1 
Da, +76,+Lr, (A1) 
了 ri 


其 中 工 为 二 阶 切 向 偏 微分 算 子 。 LRU S ÉD Laplace $ 
子 ， 由 于 算 子 D 88， 在 坐标 旋转 下 形式 不 变 , 而 (A1) #8 


前 两 项 也 与 坐标 旋转 无 关 ,从 而 算 子 上 也 是 如 此 .于 是 ,我 们 在 导 
E CAL) 前 所 作 的 限制 9 0 G=1,-..,r) 可 以 取消 . id A‘ 
X S 上 的 Laplace AF, AR X R" 上 的 Laplace AF, M 
由 (A1) 有 

ARH 一 Jas + 02 + 了 (A2) 
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易 见 ,对 于 jE CS)， 作 才 在 Re+ 中 的 齐 零 次 延 拓 xm 则 有 
A% 一 ABH (A3) 
例 1 4 上 的 Laplace 算 子 为 03, SERY Laplace 算 子 为 
a (ie On) + hr 0e HER = 0 pi a 
变换 下 可 去 掉 。 
显然 , A 为 % 上 的 二 阶 椭 贺 算 子 , 而 和 且 当 As 的 定义 域 扩 
张 到 HA 时 , Aa” LOSERT. 于 是 由 自 
KARRATHA TAN, A? 的 特征 值 是 离散 的 ,在 有 限 范围 内 
”无 豪 点 且 对 应 于 每 个 特征 值 的 特征 子 空间 是 有 限 维 的 。 我 们 的 问 
题 是 在 将 特征 值 排 成 一 个 增长 的 数列 后 ,估计 此 数列 的 增长 速度 . 
命题 MER 4>0, Li = k (+8 —1) A A 
E. Mo 
证 明 A RARA & KAMAR AFER à 
XH, W H= prt. H\ s”, FE, 30H = kr. His, ð Hæ 
RCA — Dirt. Hise, JTE (A 2) 可 知 f 
AS(H| sn) = (AHH) |s + (a + k — 1) + His 
= k(n + k— 1). His 
Et. E2 y 
记 对 应 于 44 的 特征 子 空间 为 Ge( 它 包 食 4 ES EH 
MAO, 则 对 每 个 420, G4 BEEREN, HARAR kA R, 
子 空间 G1 与 G4 Æ LS") 中 正 交 .以 下 我 们 将 证 明 在 命题 1 中 
所 示 的 u 包括 了 A" 的 全 部 特征 值 。 
命题 2 PARY py 4 REMIR A a 20 RY h À 
次 调和 多 项 式 , 则 有 | 
PB, = LE a Dr LE 3x D Dri o i (A4) 
Pay = = rh Dr PS ATEN EE Er, | 
证 明 .用 归纳 法 。 当 帮 一 0 Pe 一 与 Pi =, 
TARH. KRAER k> 0 时 , 由 Zi DE. 可 
导出 Pau = LE anBr Pi, 


+ 


LE nur + PPCP HRA. DA au 与 ra 
的 正 交 性 ， 注 意 到 它 等 价 于 Dan 与 Da 在 LS) 中 的 正 
交 性 ， 这 里 Da = Pijs, DT Pr 是 对 应 于 特征 值 (十 2) 
Ge 十 十 1》 的 特征 子 空间 ,而 由 归纳 假设 ， 多 # 是 对 应 于 小 于 
人 十 2) (十 2 十 了 的 那些 特征 信 的 请 特征 子 空 间 之 和 , 故 
Pr 与 Pa EX, 

以 下 我 们 指出 ,车 是 Zi 中 与 Gu 正 交 的 元 素 ， 则 必 有 
APURO, 注意 到 AR PE Pa, 由 归纳 法 候 设 便 知 只 须 证 明 

APOP E] ?7 如 4p (RUSSE) 正 交 ,或 证 明 (ape 
与 ui (0 <21< k) EX. 
为 简单 起 见 。 记 F= jj Af = Aat, AF = AS, Hi 


PE Pis He Crus 我 们 有 


faan ae +2f, Son | 
-fy PAH, 


由 流 形 上 的 Stokes 公式 知 


o=] AP- Ñ -Í PAH 
s’ s” 


| 一 | a 五 一 | -CR— 2 + 2 — DH, 


BATERE? 5 SEX ik | PA 0. Hi 


[.ÂP.A=0, vie ey Q<2<R, 


由 此 可 知 AP 一 0 及 Ap 一 0， 即 PE an. 从 而 得 Din C 
H in 四 rt。 证 毕 . . 

命题 3 算 子 人” 的 全 部 特征 值 为 Le = ka +k — 1), > 
0, 且 对 应 于 每 个 u 的 特征 子 空 间 为 Pr 

证 明 根据 Weierstrass 多 项 式 迈 近 定 理 知道 P, 全 体 在 
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CGR) HRR, ME Pa 全 体 在 CCS) 中 稠密 .由 命题 2 知 
DÆ HEC) 中 黎 密 。 今 若 有 特征 值 4 与 命题 中 所 述 一 切 4 
均 不 相等 ， 则 与 ; 所 对 应 的 特征 子 空间 6 必定 与 一 切 EX, 
从 而 G 中 不 可 能 有 任何 非 零 元 索 , 这 就 导致 矛盾 。 

记 G4 为 与 u 对 应 的 特征 子 空 间 , Ge Pa ARER LE Ga 
BIS EEX., 由 于 《天 证 时 ,与 44 对 应 的 特征 子 空间 G4 必 
SR EX, Rit 1 与 一 切 绕 : 正 交 , 这 又 导致 1! 必须 为 去。 所 
以 Ga Fr TE, 

最 后 ,我 们 来 讨论 算 子 AS 的 特征 值 44 的 重 数 。 

命题 4 BFA” 的 特征 值 u 的 重 数 为 AO +2k— 1): 
cris, 

证 明 UHER Pa 或 多 的 维 数 ,由 (A4) 知 dim" 
dima — dim, HF dima Ci, $ 


dim, = CEtt — cziki 
= (n + R) (n + k — 1) ela + D)/A 
— (n + k 2)(ntk — 3) (2 十 /一 21 
æ (n + k —2)(n t k = 3) (nt 1) 
X [Ca k(n + k — 1) ~ AGE — 1/41 
me CRT Cn + 24 ~ 1)/k, (A5) 
证 毕 。 
最 后 ,我们 来 证 明 第 四 章 引 理 1.1. 
在 每 个 LP: FRE BARRE A ARH fg DAME 其 中 m= 
dimgi, BIAR LS) 中 的 一 组 完全 标准 正 交 系 ， 
由 命题 4 并 利用 Stirling 公式 易 知 , 当 & of, dim Et ~ 
.对 充分 大 的 1, 由 命题 3 知 AS" 小 于 I 的 特征 值 的 个 数 一 Ci 
车 将 亚 重 特征 值 视 为 六 个 特征 值 ， 则 A” 小 于 1 的 特征 值 的 个 数 


~e È + CGJ, FRAME AS 的 特征 值 重新 按 折 小 到 
大 的 次 序 排列 并 按 其 重 数 重复 计数 , 则 第 + 个 特征 值 wo 应 有 估计 
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PT SET TRES ' | (A6) 


此 部 第 四 章 引 理 1.1 所 需 。 证 毕 。 
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CAN 


[A13] 


[A141 
[BD11 


{Bet] 
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